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第 一 章 引 论 


本 章 首先 引进 各 种 广义 道 矩阵 的 定义 和 一 些 必 要 的 记 
号 ， 在 此 基础 上 、 概 述 广义 道 矩 阵 的 理论 和 应 用 的 重要 历史 
发 展 和 现状 . 


$1.1 广义 道 和 矩阵 的 定义 


广义 逆 和 矩阵 的 概念 湖 源 于 线性 方程 组 的 求解 问题 ， 
iAH mXn EM. x nX RMR, b Amx 常数 
向 量 ， 众 所 周知 ， 当 mr 二 n 且 AATA, REA 
Ax = b (1.1.1) 
有 唯一 解 ， 并 且 这 个 唯一 解 可 以 表示 为 
x = A-'b. (11.2 oe 
然而 , 在 许多 情况 下 , 方程 组 (1. 1. 1) 的 系数 矩阵 4 可 能 是 
奇异 阵 ， 或 者 根本 不 是 方 阵 ， 但 它 的 解 却 是 存在 的 .在 这 种 
情况 下 ,我 们 如 何 用 类 似 于 (1.1.2) 的 形式 来 表示 
(1.1.1) 的 解 呢 ? 更 进一步 , A (1. 1. D 是 不 相 容 的 ， 即 该 
”方程 组 无 解 , 这 时 我 们 退 而 求 其 次 , KIRKERNE, 
也 就 是 求 极 小 化 I 
|b — Ax ||? = (b — Ax)" (b — Ax) 
的 向 量 x. 以 上 这 些 问题 ; 以 及 在 数理 统计 、 数 学 规划 、 计 量 
经 济 、 数 值 分 析 、 控 制 论 和 网 络 等 领域 的 许多 其 他 问题 都 需 
要 推广 通常 逆 和 矩阵 的 概念 ， 这 就 产生 了 所 谓 的 广义 逆 矩 阵 . 
对 任意 一 个 sxXn ER A, Penrose (1955) 用 下 面 的 四 
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个 方程 定义 AB Mit, 


XAX = X, 
a (1. 1. 3) 
(4) (XA)* = XA, 


其 中 ARRARRAY. Penrose (1955) 证 明了 ， 满 
足 上 面 四 个 方程 的 矩阵 天 是 唯一 的 ， 然 而 ， 在 更 早 些 时 候 ， 
Moore (1920, 1935) 用 另 一 种 等 价 形式 定义 了 这 种 广义 道 
( 见 $ 1. 2). 后 来 人 们 就 把 (1. 1. 3) 定 义 的 广义 逆 称 为 Moore- 
Penrose 道 ， 简 记 为 At, 而 把 1.1.3) 的 四 个 矩阵 方程 统称 
W Penrose 方程 . | l 

事实 上 ， 若 仅仅 为 了 表示 (1. 1, 1) OH, 我 们 只 需要 满 
是 (1.1.3) 中 的 方程 (1) OX, 因此 我 们 可 以 定义 一 种 
只 满足 方程 (1) 的 广义 道 . 更 一 般 地 ,为 了 不 同 的 目的 ， 人 
，” 们 定义 了 满足 Penrose 方程 中 任意 若干 个 方程 的 广义 道 . 

记 C"** 和 RR"*" 分 别 为 m Xn 复 和 矩阵 和 实 矩 阵 的 全 体 . 

定义 1.1.1 对 任意 AEC”"*", AA (¿, j, =, L) 表示 
Penrose 方程 (1.1.3 中 方程 6), G), =s (O 的 解 集 、 若 
XEA (i, j, s L}, WAX HA 的 一 个 人 i,j,… 2)- 道 ， 记 
之 为 AGO, ` 

下 面 是 几 个 简单 例子 . 

例 11.1 HhAAnKn FT REAR r(A) =n, Xt A 的 道 
Fe P£ 4 存在 , 容易 验证 ， 它 满足 Penrose 方程 , 因此 A ER 
ÆFA, B 4+， 我 们 将 证 明 ， 对 任意 的 矩阵 4，4+ 
存在 且 唯 一 ， 于 是 对 可 逆 矩 阵 4，4-1! 一 4+. 

例 1.1.2 设 e 为 xl 向 量 ， 则 不 难 验证 
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* Tel? 

Ka, Het |} a 用 一 wa. 

例 1.1.3 设 mXn 和 矩阵 A 为 行 满 秩 阵 , Bl > (C'A)=m. 此 
时 AAA mxm 可 逆 阵 ， 记 

X = A’ CAA73571, 
则 有 
AX = AA" (4&4)-! = ln, (1.1. 4) 

APL, RAR m BBE. RIIE X HAD AWE. AA 
(1. 1. 4) ,很 容易 看 到 ,XX 满足 Penrose 方程 的 前 三 个 方程 . 于 
Æ, 对 任 一 行 满 秩 和 矩阵 A, CHAE X=A* (AA") E 
个 ADD, 

例 1.1.4 iimX<n BHA 为 列 满 秩 阵 ， 即 r(A)=n. JH; 
HFAA AnXn WE. je | 

X=(A'A) A’, 
则 有 
XA = AAAA =1,, (1.1.5) 

RIT X AA 的 左 逆 阵 . 利用 (1. 1. DARIE, X 满足 Pen- 
rose JEK (1), (2) 和 〈4)， 于 是 ， 对 于 任 一 列 满 秩 和 矩阵 
A, ER AR X= (4' 4)-14' 是 一 个 A, 

为 符号 简单 计 , 像 大 多 数 文献 一 样 ,我 们 把 40 记 为 4-， 
前 面 我 们 已 经 把 44232 记 为 At. 对 于 任 一 矩阵 4, 在 其 广义 
道 和 矩阵 中 ,4- 和 4+ 是 最 重要 的 两 种 广义 道 , 将 在 第 三 章 和 第 
四 章 分 别 详细 讨论 . 

广义 逆 442>， 又 称 为 自 反 广义 道 (reflexive generalized 
inverse)， 此 因 在 Penrose 方程 O) #mI (2) 中, AMX HHH 
位 完全 对 称 ， 所 以 小 E A (1, 2} SAGX (1, 2) 必 同 时 成 
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立 . | 

广义 道 442， 又 称 为 最 小 二 乘 广义 道 ， 它 在 数值 分 析 与 
数理 统计 中 有 许多 特殊 应 用 . 设 (1. 1,1) 是 不 相 容 方程 组 ， 
车 4 满足 

|b — Ax || = inf | b — Ax || , 

则 称 * 为 不 相 容 方程 组 的 最 小 二 乘 解 ， 44.2 的 重要 性 在 于 x 
=A 是 一 Tm E m= FES i” AF 
的 由 来 ， 

MBAS, RARER Ym. W (1. 1,1) 是 相 
容 方 程 组 ,我 们 将 证 明 ( 见 S 3. 3) ,对 任意 一 个 4- ,x 一 4-5 都 
是 解 ， 在 这 个 解 集 中 ，x=40.28 的 范 数 最 小 ， 即 

| APR || = taf lA Bll. 


LER fr LE Im A lis fs tet, D 将 在 第 
五 章 讨论 . 

在 文献 中 还 存在 另外 一 些 广义 首 矩 阵 ， 主 要 有 群 道 
(group inverse), Drazin mi #H Bott-Duffin $. 

定义 1.1.2 BACCO, Gn RMHRXEA (1, 2) H 
满足 AX=XA, WE X AA MRM, HA’. 

这 个 名 称 是 由 Erdelyi (1967) 5/1), RAZ A #ü Am 
HERRE 4 和 CA“? >! p AA? — toe RR — Abel BE, 这 里 
AA 中 是 这 个 群 的 单位 元 ， 从 定义 1.1.2 可 以 看 出 ， 群 道 A 
是 一 个 特殊 的 AC, 但 是 这 种 广义 道 不 是 总 存在 . . 

ATINE F IB 65 Drazin 道 ， 我 们 需要 方 阵 指数 的 概念 . 
设 4 为 方 阵 ， 我 们 称 满足 

r(A‘) = r(A*t!) 
AY ae F BER A 4 的 指数 (index), Her (A) BRS 
4 


A BUFR. 
定义 1.1.3 ACC, RRA. 若 方 阵 下 满足 


A XA = åf, 

XAX = X, 

AX = XA, 
We X 29 AB Drazin w. 


这 种 广义 道 是 由 Drazin F 1958 年 引进 的 . BR BAK 
指数 为 1， 则 4 的 Drazin 逆 就 是 群 道 ， 
记 C" 为 nX1 的 复 向 量 的 全 体 . 设 5 为 C' 的 一 个 子 空 
Eo S+ S 的 正 交 补 空间 ， 用 Ps RRE S 的 正 交 投影 阵 . 
定义 1.1.4 设 4EC"*" 目 APs 十 Pei 可逆， 则 称 和 矩阵 
Ps (AP: + Psi)7? 
为 4 关于 S 的 Bott-Duffin ñ, WA Ass”. 
这 种 广义 道 是 Bott 和 Duffin (1953) 研究 电网 络 理论 时 
提出 的 . 自然 ， 当 APs+ Ps: ANH] AY 我 们 可 以 用 
CAPs 十 Psi isfaree sd}, 
由 于 上 述 刀 种 广义 逆 的 应 用 尚 不 广泛 ， 因 此 本 书 不 讨论 
它们 ， 对 其 感 兴趣 的 读者 可 阅读 Ben-Israel 等 (1974). 


$1.2 历史 概略 


Moore E. H 是 公认 的 研究 广义 首 矩 阵 的 第 一 人 . 他 在 美 

国 数学 会 1920 年 一 个 会 议 报告 的 摘要 中 , 对 任意 矩阵 定义 了 

广义 道 ， 当 时 他 称 之 为 general reciprocal, 但 有 的 学 者 认为 ， 

Moore 关于 广义 逆 的 研究 可 以 追溯 到 1906 年 , Moore 关于 广 

义 逆 的 较 详细 结果 发 表 在 Moore (1935) 的 著名 论文 中 . F 

是 , 许多 学 者 常 把 1935 年 作为 广义 逆 研 究 的 起 点 . 在 这 篇 论 
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文中 ， 对 任意 m Xn ÆA, Moore 用 下 面 两 个 矩阵 方程 
AX = P,,XA = P, (1.2.1) 

HEE SU NÉ X iX HE P 表示 向 矩阵 A 的 列 空间 上 的 正 交 投 
KE. 事实 上 ， (1.2.1) 等 价 于 Penrose 方程 (1. 1.3). (AB, 
在 此 后 的 20 余年 中 ,人 们 对 广义 道 的 研究 并 未 给 予 应 有 的 重 
视 . 

到 了 本 世纪 50 年 代 ,一 些 学 者 开始 注意 到 广义 道 矩 阵 的 
Ek /)\ = FEE I. Bjerhammar (1951a, 1951b) 在 不 知道 Moore 
结果 的 情 兹 下 ， 重 新 提出 了 广义 道 矩 阵 的 概念 〈 他 称 之 为 
reciprocal matrix) ,并 注意 到 了 广义 逆 与 线性 方程 组 解 的 关 
系 . Bott 和 Duffin (1953〉 在 研究 电网 络 理论 时 ， 引 进 了 一 
种 后 来 被 称 为 Bott-Duffin J LKAA E RE. 当时 他 们 称 为 约 
东道 (constrained inverse). 但 这 时 期 的 研究 工作 缺少 一 般 

El” RAP. 一 个 重要 的 里 程 碑 是 Penrose (1955) 
的 著名 论文 .在 这 篇 文章 中 ，Penrose 用 (1.1.3) 的 四 个 方 
程 再 次 定义 了 广义 逆 , 并 证 明了 (1.1.3) 的 解 是 唯一 的 . 他 
还 建立 了 (1. 1. 3) 的 第 一 方程 的 解 4 与 方程 组 (1.1.1) 解 
的 联系 . Penrose 的 这 项 工作 在 广义 逆 研 究 中 起 着 十 分 重要 
的 作用 ， 它 使 广义 逆 这 一 概念 获得 再 生 ， 从 此 之 后 ， 学 者 们 
对 广义 逆 的 研究 倾注 了 前 所 未 有 的 兴趣 . 在 此 后 短 短 10 余 
年 中 , 发表 了 数 百 篇 关于 广义 逆 的 研究 论文 . 这 包括 Greville 
(1957), Bjerhammar (1957, 1958), Ben-Israel 和 Charnes 
(1963), Chipman (1964), Scroggs 和 Odell (1966) 等 .在 
这 期 间 ，Erdelyi (1967) B|38 T Rw, 而 Drazin 于 1958 年 引 
tT APS” Mit, fh BR pseudo inverse， 现 在 通称 为 
Drazin 2, 
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在 广义 逆 研 究 的 这 一 高 峰 时 期 ， 统 计 学 家 的 研究 工作 占 
了 相当 的 分 量 ，Rao (1955, 1962, 1966, 1967) 和 Mitra 
(1968a, 1968b) 研究 了 {1}- wR A PETE, 并 把 它 
们 应 用 于 统计 参数 估计 理论 ， 特 别 是 线性 模型 和 方差 分 析 的 
储 计 与 检验 问题 ,现在 广义 道 和 矩阵 已 经 成 为 数理 统计 的 许多 
分 支 不 可 缺少 的 有 效 工 具 ， 参 见 王 松 桂 (1987), Wang 和 
Chow (1994). 

1968 年 3 月 , 在 美国 Texas HAT Y J” MRS 
术 会 议 , 并 出 版 了 会 议 文集 , DL Boullion 和 Odell (1968). 后 
来 ， 分 别 于 1973 年 和 1976 年 举行 了 关于 这 一 课题 的 讨论 班 
和 区 域 性 会 议 ， 并 出 版 有 文集 ， 分 别 见 Nashed (1976) 和 
Campbell (1982). 

Ben-Israel (1966), Stewart (1969), Wedin (1973) 和 
HIER (1979) 研究 了 广义 道 皂 阵 的 扰动 和 连续 性 问题 ， 他 
们 建立 了 4+* 连 续 往 的 条 件 . 

在 本 世纪 70 年 代 前 后 ,一 些 关 于 广义 道 矩 阵 及 其 应 用 的 
专著 陆续 问世 , 其 中 主要 有 Rao 和 Mitra (1971), Pringle 和 
Rayner (1971), Boullion 和 Odell (1971), Ben-Israel 和 Gre- 
ville (1974), 这 些 著 作 广 泛 收 集 和 系统 总 结 了 散 见 在 各 种 刊 
物 中 关于 广义 道 的 理论 、 方 法 和 应 用 的 许多 重要 结果 ， 并 在 
一 定 程度 上 规范 了 许多 常用 的 术语 和 记号 . 

由 于 统计 研究 工作 的 需要 ， 近 年 来 许多 统计 学 家 对 涉及 
广义 道 的 偏 序 (partial ordering) 显示 了 很 大 兴趣 , 我们 用 A 
之 0 表示 4 为 半 正 定 实 对 称 阵 , 若 ASO, 8 之 0 且 两 者 为 同 阶 
Ek, RIA ASB K BSA 表示 A— B2Z0. 众所周知 , HAN 
BS, HASB, NYA ATSB. Wu (1980》 把 这 个 
结果 推广 到 各 种 广义 道 ， 建 立 了 请 如 A SB, ASP SRO 
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pR AZ Se F. Milliken 等 (1977) 证 明了 -~ (A) =r (B) 时 ， 
ASB FRE RIEH A'B. Liski MERE (1996) 则 建立 . 
T 4 中 之 8 中 的 若干 充 要 条 件 . Marshall 和 Olkin(1979) , Bak- 
salary 和 Puntanen (1991)、Wang 和 Shao (1992), Wang 和 
Liski (1996). Liu 等 (1995) 把 Cauchy-Schwarz 不 等 式 和 
Kantorovich 不 等 式 推广 到 含 广义 道 算 阵 的 情形 . 

RIE, RBA RES. CRRA ARSE 
FEMRE- TA mR SE AR, BAe AE 
应 用 也 相当 广泛 ， 可 以 这 样 说 ， 几 是 用 到 矩阵 的 地 方 ， 都 有 
可 能 用 到 广义 道 矩阵 . Nashed (1976) 和 Campbell (1982) ft 
绍 或 综述 了 广义 道 在 许多 方面 的 应 用 ,其 中 包括 数理 统计 、 数 
学 规划 、 数 值 分 析 、 控 制 论 、 博 奕 论 和 计量 经 济 等 ， 部 分 内 
容 的 详细 讨论 可 以 在 Rao 和 Mitra (1971) 以 及 Ben-Jsrale 和 
，Greville (1974) 中 找到 ， 


第 二 章 BME 


本 章 从 方便 广义 道 矩阵 讨论 的 角度 叙述 所 阵 论 的 一 些 重 
要 结果 ， 并 引进 必要 的 记号 ， 为 了 节省 篇 幅 ， 有 些 事实 的 证 
明 或 被 略 去 了 或 只 给 出 证 明 的 梗概 ， 


§ 2.1 线性 空间 及 其 分 解 


RN CMR 分 别 表示 全 体 n 维 复 向 量 和 维 实 向 量 
组 成 的 线性 空间 ，C' 和 R 分 别 简 记 为 C # R. 
RS 和 SS; 为 C" 的 两 个 子 空间 ， 则 它们 的 和 定义 为 
S=8,+8,= (x t yx E Sy € Sz}. (2.1.1) 
S EEC 的 一 个 子 空 间 ,而 且 是 包含 S AS: 的 最 小 子 空间 ， 
如 果 它 们 的 公共 部 分 
Si A S: = {xx € SX € S, = {9}, 
WAS AS, -F S, 的 直接 和 ， 记 为 
S = S, 0S). (2, 1. 2) 
如 果 
C" = S, (中 Say (2.1.3) 
则 称 S, AS, 是 互补 的 , 并 称 S, AS, 的 补 空间 , 反 过 来 , H 
Sz 是 Si 的 补 空间 ，(2.1.2) 和 (2.1.3) 分 别称 为 S$ 和 CC" 的 
直接 和 分 解 ， 直 接 和 分 解 (2. 1. 2) 的 一 个 重要 性 质 是 ; $u 
ES， 则 存在 唯一 的 分 解 
u=x+y, 
其 中 xES 1, y€ So. 


直接 和 分 解 可 以 推广 到 多 个 子 空间 的 情形 
S = S, OS: OS. 
此 时 ， 对 任 给 的 wES， 存 在 唯一 的 分 解 
u = >x. x € S, i= 1,* , E. 
用 dimS 表示 空间 S 的 维 数 ， 下 面 的 定理 建立 了 直接 和 
分 解 式 (2.1.2) 和 (2.1.3) 中 各 空间 维 数 之 间 的 关系 . 
定理 2.1.1 对 直接 和 分 解 式 (2.1.2) 和 和 (2.1.3), 分 


NA 
dims = dimS, + dimS,, | (2.1.4) 
dims, + dimS, = n. (2.1.5) 
这 个 事实 的 证 明 是 容易 的 ， 


对 一 个 Xn ÆRE A= Can ia a,)> a, C", i=l, °, 
n， 与 其 相 联系 的 有 如 下 两 个 重要 子 空间 ; 
HA) 二 {x E Cx = ALLER / € C"), 


AA)= (x € Cr; Ax = 0), 


BR, CMB 的 列 向 量 张 成 的 子 空间 , 称 为 4 的 列 空间 
或 值 域 (range), 而 称 -4 (AW A 的 零 空间 (null space). 
MEXA, dim (A) =r (A) 3X EL + (A) ERE A B) 
秩 . 但 是 .人 (4) 是 齐 次 线性 方程 组 4x 二 0 的 解 空间 ,其 维 数 
为 n 一 rt4), 于 是 我 们 有 
定理 2.1.2 对 任意 AEC™*",， 
dim. #(A) = r(A), 
dim. (A) = n — r(A). 
Wx, yec’, 用 记号 (x, y) 表示 向 量 * 和 和 y 的 一 个 复 
(Ee, HARE PPE: | 
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(a) (x, y) =(y, r), RE x 328 x MHA: 

(b) Camx tax, y) =a, (x, y) +a, (x, y), 其 中 
Xis Xz» VEC", a». EC; 

(c) RW x€ C", (x, x) 20, HSSRUHARS x 
=0. 
FBR (x, y) 为 向 量 x My OAR. HR 《x， 
xz) N fey St x 的 长 度 或 范 数 , 记 作 |x |. BRT ARH C 和 
R" 分 别称 为 酉 空间 和 欧 氏 空间 . 

EC 中 ,每 个 内 积 都 具有 如 下 形式 : 

(x,y) = y` Mr, 
这 里 MA n> > 正定 Hermite 阵 ， 而 对 于 R, W 
(x,y) = y'Mx. 
特别 , 当 MIN MARR AREAR. 以 后 如 无 特殊 声明 ， 
我 们 所 指 的 内 积 总 是 指标 准 内 积 , 在 必要 的 时 候 , 把 一 般 内 积 
(x,y)=y "Mx iD (xs ya XTRA EMI AW | x | ae BY 
| x || u = G' Mx)", 
定理 2.1.3 下 列 两 个 不 等 式 成 立 ; 
(a) Cauchy-Schwarz 不 等 式 


[(x,y)| < irl] yf. (2.1. 6) 
(b) 三角 不 等 式 
Ixty} < Jx] + iy]. (2.1.7) 


注 XF Cauchy-Schwarz 不 等 式 , 近 年 来 人 们 做 了 许多 
形式 的 推广 ， 详 见 王 松 桂 ， 贾 忠贞 (1994, p.216), Liu 和 
Neudecker (1995), Wang 和 Liski (1996). 

# (xz, y) =0, B$ x Sy ER, 记 为 x 上 |y. FABRA 
air `, Gn PUPAE 2, RI 

(@,a)=0, = j, 
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则 称 a, es a, JEZE. 车 进一步 假设 a; =1, i= 
1, =-, m, 则 称 该 器 量 组 为 标准 正 交 组 . TZ S AEM C 的 
一 个 子 空间 或 集合 , 且 对 任意 YES, 都 有 xy， 则 称 向 量 x 
5 SEX. ix Ls. 

设 SI FAS, Ay C“ 的 两 个 于 空间 或 集合 . 藻 对 任意 x€S,, 
YES: BA (x, y) =0, WAS, SS, EX, WA S LS- 
容易 证 明 ， 不 论 S 是 集合 还 是 子 空 间 ， 向 基 集 合 

(x: x | S,x € C”) | & 
总 是 一 个 子 空间 ， 记 为 St+， 不 难 证 明 
S+] S, l (2.1.8) 
S @ S: = CC (2.1.9): 
RIS AS 的 正 交 补 空间 ， 并 称 (2.1.9) 为 C" 的 直 
交 分 解 , 这 里 需 假定 $- 为 子 空间 . 读者 可 以 验证 , 若 4EC"”"， 
则 
INXA) = .Z(A")51, (2. 1. 10) 


HIA DECA) = C". (2.1.11) 


§ 2.2 FHREER MEI 


把 矩阵 化 成 不 同意 义 下 的 标准 形 ， 是 矩阵 论 研究 的 一 个 
重要 问题 ， 它 在 矩阵 理论 及 其 应 用 中 占有 重要 地 位 ， 也 是 广 
义 道 矩阵 研究 的 一 个 很 有 用 的 工具 . 

RY 表示 一 -个 集合 , 若 在 其 中 定义 了 一 种 关系 “~”, 满 
足 

(a) ARE: 对 任意 4E.or， 有 4 一 4; 

(b) 传递 性 : FA~B. B~C, HA A~C; 
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(c) 对 称 性 : FA~B, BDA B~A, 
WRRA “~” EPPS NK. ; 

在 和 矩阵 论 中 ， 有 三 种 重要 的 等 价 关 系 : 相抵 、 相 似 和 相 

定义 2.2.1 设 4, BEC"*", BE m Brainy P F n 

阶 可 北 阵 QQ， 使 得 B=PAQ, WF A 与 B BK. 

容易 验证 ， 相 托 关 系 是 一 种 等 价 关系 ， 下 面 的 定理 给 出 
了 窍 阵 在 相抵 意义 下 的 最 简 形 式 ， 相抵 标准 形 ， 

定理 2. 2. 1 (相抵 标准 形 )” 设 4EC”**， 且 秩 为 -， 则 
存在 可 道 阵 P 和 QQ， 使 得 


Pag =| 


EF I, 为 > 阶 单位 阵 ， 
本 定理 的 证 明 见 许 以 超 (1966,p. 199). 为 了 后 面 证 明 的 
和 需要, 下面 我 们 给 出 证 明 的 要 点 ,并 引进 必要 的 记号 和 术语 . 
将 矩阵 4 经 过 适当 行 向 量 的 如 下 三 种 初等 变换 ，; 
(1) 交换 两 行 的 位 置 ; 
(2) 用 一 个 非 零 数 去 乘 某 一 行 ; 
(3) 将 某 一 行 乘 一 个 数 加 到 另 一 行 ， 
WES 4 化 为 行 约 简 梯形 ， 也 就 是 满足 下 列 四 个 条 件 的 矩 
阵 : 
(1) 非 零 行 的 第 一 个 非 零 元 素 为 1， 称 其 为 主导 元 素 ; 
(2) 某 列 中 若 含有 主导 元 素 1， 则 其 余 元 素 全 为 零 
(3) 所 有 元 素 皆 为 零 的 行 排 在 和 矩阵 的 下 部 ; 
(4) 主导 元 素 1 排 成 阶梯 形 , 即 若 第 7 行 的 主导 元 素 1 位 
FRR p|, ;=1, es r, WR <k,<--<k,. 
如 果 对 和 矩阵 A 的 行 约 简 梯 形 经 过 若干 次 列 与 列 之 间 的 
13 


I, | 
0 0 


(2.2.1) 


交换 ， 则 可 化 为 如 下 分 块 矩 阵 的 形式 : 
d, K 
lo o 
因为 对 矩阵 A 施 以 一 系列 三 种 行 初等 变换 相当 于 用 一 个 可 
ARH 4， 而 一 系列 的 列 互 换 相当 于 用 置换 矩阵 右 乘 
MA, FRE mS BARE C, 使 得 


L Ki 
BAC, = | |. (2. 2.3) 
0 0 


ç (2. 2. 2) 


a> 


则 
BAC,C, = i a 
0 0 
RP=B, Q=C.C,, (#788 (2.2.1). 

注 1 在 相抵 关系 下 ， 和 矩阵 的 秩 是 不 变量 . 

注 2 行 约 简 梯形 也 称 为 Hermite 典 则 形 ， 对 一 个 给 定 
矩阵 ， 它 的 行 约 简 梯 形 不 是 唯一 的 ， 然 而 文献 中 对 行 约 简 境 
形 还 有 另外 一 种 定义 ， 对 这 种 定义 ， 它 是 唯一 的 ， 请 参阅 侈 
EYRE (1984). 

定义 2.2.2 对 任意 两 个 4 阶 方 阵 4 和 如 若 存 在 可 道 
FE P, fe B—=P ''AP, Wt B 与 A 相似 . 

容易 验证 ， 相 亿 也 是 一 种 等 价 关系 ， 下 面 的 定理 给 出 了 
方 阵 在 相似 意义 下 的 最 简 形 式 ， 即 Jordan 标准 形 . 

定理 2.2.2 (Jordan 标准 形 》 对 任意 一 个 盖 阶 复方 阵 
A, TEPA P, (E49 
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J, A) 
Jn, GQ.) 
PAP = : » (2.2.4) 
A) 


其 中 Thi G=l, 2, tts s) 为 正 整 数 ， 2; =n, Ais i=l, 人 


s 为 4 的 特征 值 ，J。 A) Anxn EE 
A 1 


J. CA) = EF ? 


PRA AW Jordan R. HAR (2. 2.4) P Jordan 块 的 排列 次 
FF, . 则 A 的 Jordan 标准 形 是 唯一 的 ， 

在 一 定 意义 下 ,可 以 认为 对 角 阵 是 最 简单 的 和 矩阵， 和 但 定 
理 2. 2.2 表明 ， 并 不 是 每 个 方 阵 都 可 以 相似 于 对 角 阵 ， 但 是 
如 果 对 方 阵 加 上 一 些 条 件 ， 则 它 可 以 相似 于 对 角 阵 . 下面 我 
们 讨论 一 类 可 相似 于 对 角 阵 的 矩阵 一 一 正规 和 矩阵， 

定义 2.2,3 对 REKE AMB, FFEn MAU, 
BES B=U" AU, Wik B 酉 相似 于 A. 

定义 2.2.4 若 复 方 阵 4 满足 A’ A=AA‘, WPA 为 正 
规矩 阵 ， 

Hermite 阵 、 本 了 和 阵 、 实 对 称 阵 和 正 交 阵 都 是 正规 阵 ， 

下 面 的 定理 刻画 了 正规 阵 的 最 重要 的 性 质 ， 其 证 明 可 在 
一 般 线 性 代数 教程 中 找到 . 

定理 2.2.3 复方 阵 4 酉 相似 于 对 角 阵 ,， 当 上 且 仅 当 4 是 
正规 矩阵 ， 
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推论 2.2.1 (a) HEA WnXn TERME. MAB HRH 


u, (2.2.5) 
| A; 
ee 其 列 为 4 的 标准 正 交 化 特征 向 量 ，)， 

， A 4 的 特征 值 . 
(b) Æ A A Hermite 4, W) (2. 2.5) 中 的 Aye s, À, Pf 
ARR. | 
(c) FA 为 实 对 称 阵 ， 则 〈2. 2.5) PAA, s, À, RH 
st, AU ATE, | 
Hermite 阵 和 实 对 称 阵 是 两 类 最 重要 的 正规 阵 . 下面 讨 
论 它们 的 几 个 重要 性 质 ， 
it A An Bt Hermite E, 若 对 任意 x€ C", 8 x" Axo, 
则 称 4 HARTER RE. EI ADO. 进一步 , 若 x"4x=0 4 ALY 
当 x 一 0， 则 称 4 为 正定 阵 ， 记 为 A>0. 
定理 2.2.4 iZ A An Py Hermite E£, M A20 当 且 仅 当 
FARZI: 
(a) A 的 所 有 特征 值 非 负 ; 
(b) 对 任 一 矩阵 Q，0Q* AQSO; 
(c) # r (A) =r, FE rx&n EB, E13 A=B'B; 
(d) 存在 一 个 Hermite 阵 B, 1875 A=—B?. 
类 似 地 ， 对 正定 阵 ， 我 们 有 下 面 的 定理 . 
定理 2.2.5 iF A Hn Bi Hermite EE, IIJ A2>0 4 B 49 34 
下 列 条 件 之 一 成 立 ， 
(a) 4 的 所 有 特征 值 为 正 数 ，; 
(b》 对 任 一 可 六 复方 阵 Q, Q AQ>O; 
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(c) 存在 可 北 复 方 阵 B， 使 得 A= B B. 

如 果 为 n REXA, AAEE rE, x Axo, 
则 称 4 为 半 正 定 阵 , wH ADO. FASO, H r Ax=0 4 BWV 
4x=0, WHA 为 正定 阵 , 记 为 4 之 0. 对 实 对 称 半 正定 阵 和 
正定 阵 ， 将 定理 2.2.4 和 2.2.5 作 明显 的 修改 ， 相 应 的 结论 
仍 成 立 ， 

在 结束 这 一 节 的 时 候 ， 我 们 简要 讨论 一 下 相合 关系 . 

定义 2.2.5 (a) HM T x MRAMAMB. 若 存 在 一 
ABS SK EE 了， 使 得 B= 二 PAP' ， 则 称 B 与 4 为 实 相 合 的 . 

Cb) HRA n 阶 复方 阵 A 和 BB， 若 存在 一 个 可 逆 复 方 阵 
P， 使 得 8 二 PAP' ， 则 称 B 与 A 为 复 相 合 的 . 

容易 验证 ， 实 相合 与 复 相合 都 是 等 价 关 系 . 

定理 2. 2.6 《相合 标准 形 》 (a) 对 任 一 x 阶 实 对称 方 
阵 A4， 必 存在 实 可 逆 阵 了 P， 使 得 

P'AP = diag(I,, — 1,.,,0), 
其 中 r= 二 rtA)， 即 AKIE. 

(b) XHE— n Br Hermite K A, 必 存 在 复 可 道 阵 PP， 使 

得 
P*AP = diag(1,, — I,_,,0); 
HH r= A). 

注 在 定理 2.2.6 中 , p 为 4 的 正 特 征 值 个 数 , r 一 p 为 
A 的 负 特 征 值 个 数 ， 称 2p 一 r HAMAS. 上 面 的 定理 表 
明 ， 秩 和 符号 差 是 相合 关系 下 的 不 变量 . | 

FEE 2.2.2 A AnXn YEE Hermite 阵 ， REA r, 
则 存在 可 逆 复 方 阵 了 ， 使 得 

A=P: [> | P. 
0 0; i 
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§ 2.3 和 矩阵 同时 对 角 化 


本 节 给 出 用 一 个 可 逆 阵 将 两 个 Hermite 阵 或 实 对 称 阵 同 
时 对 角 化 的 一 些 很 有 用 的 充 要 条 件 ， 
定理 2.3.1 TRAM BAM T n br Hermite 4, H B> 
0。 则 存在 可 道 阵 避 ， 使 得 
` A= 0* AQ. | (2.3.1) 
B= 0`Q, (2 3.2) 
其 中 A=diag (As ots À), An ¿=1, ++, n X AB HIE 
值 . 
证 明 E] B220, 故 (87)-' 存 在 (关于 半 正 定 阵 的 开 方 ， 
详 见 定理 2.4,.1)， E 
Bo? = (B+)`!, 
RW B >o. WKE 2.2.5 (b) 知 
B '2AB 12 4 Hermite RE. ` 
再 应 用 推论 2.2. 1 知 ， 存 在 丁 阵 UU， 使 得 
U" (BY ABOU = diag (À sets A), (2.3.3) 
这 里 入,…. À, 为 B-'24B-"s 的 特征 值 . 也 就 是 4B8-! 的 特征 
值 , iE Q=U‘B'?, M (2.3.3) 可 得 〈2.3.1)， 并 易 验 证 
(2.3.2) È. 定理 证 毕 . 
注 ”并 不 是 任意 两 个 Hermite 阵 都 可 以 像 定 理 2. 3. 1 所 
. 述 的 那样 用 一 个 可 逆 阵 将 它们 对 角 化 .例如 


i 
设 
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| c d 
WE Ae. BG 
aa ab; 
P’? AP= | ae |. 
ab bb 
pape |e ee Í 
ad + bc bd + bd! 


RITHE ab = 0 与 46 十 bc=0 不 能 同时 成 立 . 事实 上 , 若 a6 
=0, WAP AMBER, RE a=, bA0, 或 者 4a 关 0, b= 
90. 在 第 一 种 情况 下 ， 由 
ad + 6c = be = 0, 

YA c= 0. HE, 在 第 二 种 情形 下 可 推出 4&=0， 于 是 我 们 要 
使 P'AP 与 P'BP 同时 为 对 角 阵 , VA a=c~0 Rb~d=0. 
即 在 任何 一 种 情况 下 ，P 都 是 奇异 阵 、 

定理 2.3.2 if A. BARB Hermite E£, AA FH, 则 
FEMME Q, HBO ° AQ FSO "BQ 同时 为 对 角 阵 ， 当 县 人 奴 
当 4 -如 相似 于 对 角 阵 ， 且 它 的 特征 信 都 是 实数 . 

证 明 必要 性 He AAW. fE RB 

Q*AQ= D, 
Q" BQ= D,, 
其 中 D. 和 D, BAM MM. E 
AB = QD;'D.Q"', 

IX BER A A B 相似 于 对 角 阵 D D. 注意 到 D. 和 D; 的 对 角 
元 都 是 实数 ， 所 以 Di D: 的 对 角 元 也 丝 为 实数 ， 匡 它们 都 是 
AB 的 特征 值 ， 必 要 性 得 证 . 

充分 性 H Ais ors A Žž A'B 的 k 个 不 同 特征 值 ， 其 重 
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数 分 别 为 nms tl 且 它 们 都 是 实数 ， 
TATARE, (E1 | 
A`'B = TDT ', (2.3.4) 
其 中 . 
D = diag (À ln, stets Ait n). 


从 (2.3.4) 4 BT=ATD, Mii 


T* BT = (T*AT)D. (2. 3.5) 
TBT fl T° AT HARER D 相对 应 的 块 ， 即 
i Gi = Gy 
T'BT= |: : | ， 
Gu Gu 
F. Fis 
7 AT= |: i | (2. 3. 6) 
F, ... Fi, 2 


H P Gif Fu ni Xn; RE,;=1, eA. AWA AB 为 Hermite 
阵 ， WA š 

G; =i, F= F}, i,j = 1,2,,8, 
另外 ， 从 (2.3.5) 可 推出 | 

G, = AF; 
于 是 
ÀF; = G; = G}; = AF} = AF, 
AX ào +, AERAR, FEA 
| F;=0, 当天 上 
这 时 (2.3.6) AH 
T* AT = diag(F,.,-- Fy), 
同时 
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+ 


T* BT = diag (AF 1st Fa): 
注意 到 每 个 F, FH Hermite 阵 ， REE Be U;,t=1y yk, 
使 得 
F, = UDU ,i = 1,0 ks 
其 中 D; BAW BH. 定义 
U= diag (U,VU), 
Q=TU, 
则 有 | 
Q" AQ = diag (D; , =,D), 
Q` BO = diag (2D,,-… ,XAD,). 
充分 性 得 证 ， 定 理 证 毕 . | 
定理 2.3.3 WAM B nB Hermite 阵 ， 且 不 存在 非 
Zax., 使 得 
x" Ax = x* Bx = 0. 
则 存在 可 逆 阵 @， 使 得 @ 'AQ 与 Q ° BQ É 2 XY EE. 
注意 到 , 如 果 一 个 Hermite 阵 是 上 《下 ) 三 角 阵 , 它 一 定 
是 对 角 阵 ， 于 是 定理 2. 3. 3 是 下 面 定 理 的 特殊 情形 ， 
定理 2.3.4 HAMBRAR Pp n YO RE, BATE 
零 向 量 x， 使 得 
| x` Ax = x" Bx = 0. (2. 3. 7) 
WU FETE RGR Q, E1 Q'AQ 5 Q BQ 为 上 三 角 和 矩阵 ， 
证 明 对 阶 数 施 以 数学 归纳 法 . n=l, 命题 显然 成 立 ， 
现 假设 对 阶 数 mn 一 1, 命 题 成 立 . 若 A.B 之 中 有 一 个 为 可 
j RE. SEAN BBY, Ml) det (4 一 B) 为 一 非常 数 多 项 式 . 若 A 
5 BAR of wt, Ml BR det(A—AB)=0 Xt A=0 成 立 .于 是 在 
任何 一 种 情况 下 ,det(4 一 嫩 ) 王 0 都 有 根 4, 因 而 存在 非 零 向 
H x, 使 得 
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Ax, = ABx,. (2. 3. 8) 
根据 假设 (2. 3. 7) 3, Be. #0. 故 可 选择 ”一 1 个 向 量 xz ，…， 
xn， 使 得 

x; Bx, = 0, i= 2,°,n. 


再 利用 (2.3.8), # 


x, Ax, = 0, £= 2," n. 
EX D= (xis ee, X.) 则 


xr Ax, .. xí AX, 


D*AD= : | We 
: A, 
0 
x; Bx, e ss x Bx, f 
D" BD= x: 
. i B, 
0 


现在 我 们 证 明 D BW E. FUER. 设 
x, = c;x, + * 十 cnxn， 
则 
xf Ax, = (Gx) + + Ex Ax, = 0, 
类 似 地 ， 可 证 
xr Bx, = 0, 
这 与 假设 (2. 3. 7) 矛盾 ， 故 D MAW. : 
下 面 我 们 证 明 : 子 矩阵 4, MB 598 E ER. RE 
在 非 等 向 量 wEC"'， 使 得 
u` Au = u" Bu = 0. 
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用 反 证 法 . 设 u= Cita» ees u,)' 0, 满足 


u’ Au =u" Bu = 0. (2. 3. 9) 

记 D = (X25 tn; Xa)» 容易 验证 | 
A = D; AD,, (2. 3.10) 
B,= D’ BD,, (2. 3.11) 


于 是 ,对 y= Dusu t e +u GER, yZ0 3 Ë DH 
TAE), JX (2.3.9) — (2.3.11) 可 推 得 
y'Ay = y By = 0, 
这 与 假设 (2.3.7) FR. 
AAA Rl B 仍 满足 定理 假设 ， 再 根据 归纳 假设 ， 存 在 
n 一 1 阶 可 道 阵 Q, 使 得 @ A.Q, 5 Or BQ. 缘 为 上 三 角 阵 . 最 后 


Q= p| 1 0 | 3 
0 Q 

MI Q'AQ 5 Q` BQ É E= fi BE. SHIEH. 

定理 2.3.5 A 5 B YAn KERE. WRERKRU, 
f$ U * AU 5 U * BU 同时 为 对 角 阵 的 充 要 条 件 是 AB= BA. 

证 明 ”必要 性 的 证 明 是 容易 的 ， 下 面 证 明 充分 性 . 

因为 4 为 正规 阵 , 依 定 理 2. 2. 3, ECE EE T , 使 得 T' AT 
为 对 角 阵 ， 若 Ais A 为 A k TEA 38569 PEA , 其 
重 数 分 别 为 ms ety mes 则 


T* AT = diag (Ady, +" AT... (2.3. 12) 
由 AB=BA 得 
T° AT «T° BY = T`BTT`AT. (2. 3.13) 
记 A\=T' AT, B,=T'BT, W| ESRENy 
A,B, = BA. 
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HAA AA (2.3.12) 的 形式 , RA FK HI B, 必 为 如 下 准 对 
角 阵 形式 ， 
B, = diag (C; ,C), 
HPC An BAR, i=1, e, k, AWB B=BB* 可 推出 
B'B —=B B: ， 故 
CC, = CC; , i= 1," Ë, Ñ 
于 是 C;, i=1, 0, k REEERE AMET C, MEE n. 
MEQ. 使 得 
Q; C,Q: = diag Ca Ap Ds i= 1, yk. 
id Q=diag (Q, =, @), WAAR BSU=TE. EM 
U* AU = diag AT, Ad)» 
U* BU = Q“ diag(C, , + .C,) 
= diag (gn, pin, sto pein, > 
定理 证 毕 ， 
注 定理 2.3.5 BH, 车 两 个 MEMS A fl BBA 
换 的 ， 风 它们 有 = 个 相互 正 交 的 公共 特征 向 量 . 
推论 2.3.1 KAS BAM Hermite 阵 ， 则 存在 百 阵 
U, (1$ U" AU ALU" BU ASABE, 24 A124 AB— BA. 
推论 2.3.2 i A.B 为 同 阶 实 对 称 阵 , 则 存在 正 交 阵 P. 
使 得 P'AP 与 P'BP 为 对 角 阵 ， 当 且 仅 当 AB=BA. 
定理 2.3.6 TA, B 为 n 阶 尘 正 定 Hermite EE, 则 存在 
可 逆 复 方 阵 Q， 使 得 0* AG 与 0' BO FAN AK. 
证 明 设 :=r (A+B). 由 推论 2.2.2, 存在 可 道 复方 阵 
P, (88 | 
L o 
P'(A + p>P = | | (2.3.14) 
0 0: 
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将 P* BP 分 块 为 

Ca Ciz) 

Ce tea). 

Hee, Atx ee. F] MZN 表示 M—NS>O, WA 
P*(A+ B)P > P` BP, 

结合 (2.3.14) 和 (2.3.15), 得 


P* BP = | (2.3.15) 


C; = 0, it J> 3, 
BF 
C 
pap = | 5 | (2. 3. 16) 


EA CA Hermite 阵 ， 从 推论 2.2.1 (b) 知 ， 存 在 zt 阶 西 
阵 @, ， 使 得 
Q; CuQ, = diag A pts A). 
记 
Q 0 
《一 P| 0 Le. | : 

meu y EE, HIE 

Q" BO= diag (À s.s A s0," 0)， 

& AQ= diag (1 — hl — A0, t0). 
ik FE. 

推论 2.3.3 B AHB AANEEN. WHE 

实 可 道 阵 Q@， 使 得 Q'AQ 5 OBO BAX He. 


$2.4 i BE Sb fE 


所 谓 矩 阵 分 解 ， 就 是 将 一 个 矩阵 分 解 为 从 某 种 意义 上 讲 
25. 


HORE fal BR RT EE BJ HE BRA AR PE. 在 前 
两 节 ， 我 们 讨论 了 矩阵 在 相抵 、 相 似 和 相合 关系 下 的 标准 形 
以 及 两 个 矩阵 的 同时 对 角 化 ， 当 然 这 些 内 容 也 可 以 概括 在 
“EED” 这 一 标题 之 下 , 之 所 以 把 它们 分 开 讨 论 ， 一 方面 
是 由 于 两 者 之 间 还 存在 着 一 定 的 差异 ， 另 一 方面 是 为 了 技术 
处 理 上 的 方便 ， | 
下 面 是 矩阵 分 解 的 一 些 最 常用 的 结果 . 
定理 2.4.1 ( 半 正 定 阵 的 开 方 ) iA 为 半 正 定 GEE) 
Hermite 阵 ， 则 存在 唯一 半 正 定 (EŒ) Hermite HB, 使 得 
A=B. (2.4.1) 
证 明 RE ASO 的 情形 , 设 4 Hn MAK, WHER 
EU., EB 
| A = Udiag (à, s: 
其 中 a 之 加 之 0 为 A 的 特征 值 . 
B = Udiag (al ,.. oot ; (2. 4.2) 
BR B2Z0 A PSA 下 证 叭 一 性 .假设 存在 另 一 个 Hermite 
PE C 之 0， 满 足 4 二 C*， 那 么 存在 一 个 西 阵 W， 使 得 
C = Wdiagl u ses, )W", 
这 里 pea A 
C* = Wdiag (yi. pg) W" = A, 
故 =i i=l, *, n, Bill = 1. E 
I C = Wdiag(Ail” + AW 
再 从 A=B:=C: 可 得 
Udiag (À AU" = Wdiag (ài s'e, ADW", 
等 价 地 ， 
W-Udiag(À s+, A) = diag (As A DWU. 
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i@wu= (Z,). WA 
d,;A, = Adij s is7 = l,m, 
Am AAA Bf, 必 有 dj; 二 0. 因此 无 论 为 与 入 是 否 相 等 ,我 
们 总 有 f 
d, A” = dg M, is] = 1," n, 

也 就 是 

W*Udiag (Al? , ee A12) = diag (Al? WU, 
等 价 地 ， 

Udiag (A, AU" = Wdiag (Ay? AW. 
唯一 性 得 证 ， 定 理 证 毕 . 

注 我 们 称 (2.4. 2) 定 义 的 B 为 4 的 平方 根 ,常常 记 为 
A”. 

定理 2.4.2 (奇异 值 分 解 ) RAmxXn 秩 为 > 的 复 
CE) FRE. WEE m BB EX) BP fi n BB CER) 阵 
Q, 143 


A 0 
A= P| r (2.4. 3) 


0 0. 
其 中 A=diag(A,. 1 2) ADO, i=l, oy r. 

证 明 显然 4 "4 之 0， 于 是 它 的 特征 值 皆 非 负 ， JG AF, ° 
心 为 4'4 的 正 特征 值 ， 依 推论 2.2.1, FREER Q, ee 


Q'ata = [| x 
lo o 
这 里 A =diag i,e A). iD B= AQ, WER 
| x ; 
B” B = š 
0 0 


ZRA B Kn 个 列 互相 正 交 , 且 前 ~ 个 列 向 量 长 度 分 别 为 入 ， 
tA GEE A>O aR AN 的 平方 根 )， 于 是 存在 一 酝 阵 PP， 
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使 得 


这 里 A=diag Aotea) 从 上 式 和 B 的 定义 ,可 得 (2.4.3), 
定理 证 毕 ， 

注 1 从 定理 证 明 过 程 知 ， 在 4 的 奇异 值 分 解 (2. 4. 3) 
中 ，Q 的 列 向 量 为 A" A REEERE, A e A 
为 A "A X AA" 的 正 特征 值 , 对 应 地 , P 的 列 向 量 为 44" 的 标 
准 正 交 化 特征 向 量 . 

注 2 A, crs A, RA A 的 奇异 值 . 

奇异 值 分 解 是 矩阵 最 有 用 的 分 解 形 式 之 一 ， 它 在 数值 分 
析 、 近 似 计算 、 解 线性 方程 组 和 广义 道 研 究 中 具有 广泛 的 应 
Al. 特别 , 它 是 研究 Moore-Penrose 道 的 最 重要 的 工具 之 一 . 

众所周知 , 任何 一 个 复数 z, TRA z= |= |e*, RHA 
on 8 BF | 2/0. 而 第 二 因子 的 模 为 1. 类似 于 这 个 初等 事 
E, RTA TE WHE REIR A AR- 

定理 2. 4.3 GRR) ” 设 4 为 n 阶 复 ( 实 ) 方 阵 . WH 
fe n BREE CIE) EU A 阶 半 正 定 Hermite (RAH) BS, 
使 得 

f A=SU. ` (2.4.4) 

a A Bit, MAF 8 Eu HY. . 

TER KARE. FEBR PAO, EB 

A |o | 

0 0 
这 里 A=diag (A, sts AD A> OF = 1," ,r,r=r(A). HER 
改写 为 
. 28 


A= P| 


其 中 


U= PQ’, 
BLO AERE (2.4.4) 得 证 ， 
现在 证 明 当 4 BY io Bt op 8 E HE 83. 假设 A=SU,= 
SU, KPU MU, FARR. Hermite Ë S, 4 S; Beir $i. 从 
AA‘ = S: = S: | 
£H S, ffi S, 均 为 44 的 平方 根 阵 . KE 2, 4, 1 8# S, =S,. 5 
一 方面 
U, = S'A = $714 = U,, 
唯一 性 得 证 .定理 证 毕 . 
定理 2. 4 4 (Schur 西 三 角 分 解 ) RARE, WF 
在 西 阵 了， 使 得 
A =ULU`, ' (2, 4. 5) 
其 中 工 为 上 (或 下 ) 三 角 阵 ， 其 对 角 元 为 4 的 特征 什 、 BA 
为 实 方 阵 且 特征 值 也 是 实 的 ， 则 上 U HERE. 
证 明 对 4 的 阶 数 施 行 数学 归纳 法 . 对 m=1, 命题 显然 
成 立 . . 
现 假定 命题 对 一 1 阶 方 阵 成 立 . 设 4 22 n PAE, 其 特 
FETE A A. ty Ans x, 为 4 的 对 应 于 的 单位 特征 向 量 . 将 
x, 扩充 为 0 的 一 组 基 ; x, y, v, ye AA Schmidt EZ 
化 程序 , 将 这 些 向 量变 换 为 C" 的 一 组 标准 正 交 基 : rz,…， 
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Ze FEM EPE Uo = (x ota ett ez) BI] 
E 
0 A, 
其 中 hi 为 一 1 阶 方 阵 , 且 特 征 值 为 4，…, A RARER 
Kh. 存在 n 一 1 REHU., ER 
A, =U, EU;, 
这 里 Lı 为 上 三 角 阵 ， 其 对 角 元 为 A. 的 特征 值 Ars tty An 令 


Us AU, 


其 中 心 HEE. BEM U FAL (2.4.5) 成 立 ， 这 就 
证 明了 工 为 上 三 角 阵 的 情形 . 

车 对 A’ 作 上 面 的 分 解 ， 4* 一 BFZE i, XEU HEE. L 
KEZAR, W 4 二 UL'U" ， 此 时 工 就 是 下 三 角 阵 了 . 

最 后 ， 当 4 为 实 方 阵 ， 且 所 有 特征 值 滨 为 实数 ， 则 它 的 
特征 向 量 都 可 取 为 实 向 量 , 此 时 酉 阵 便 为 正 交 阵 . 定理 证 毕 . 

定理 2. 4. 5( 满 秩 分 解 ) ÚW A Zm xn BB, r= (A). 
WHE m >x r fl rX x SRB Ar MER BAC, HA 
= BC. 

证 明 ”根据 定理 2.2.1, FE mXXm 和 nnXn TK P fl 
Q， 使 得 | 

= [r NL: (2.4. 6) 

Xt PFU TEST: 


P = (P, : P,), o= | (2.4.7) 


ee 
a 
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EH p. Y m Xr EE, Q, 8 rX n E B r(P)=r(0)=r. 综合 
(2.4.6) 和 (2. 4.7) E AFP Q iE. 

定理 2.4.6 (QRZ) AA mXn fE, r(A)=n. il 
存在 mXn EQ ffl nXn FE = f E£ R, 使 得 4 二 QR, HRQ 
=I,, R 的 对 角 元 为 正 数 ， 若 4 为 实 窍 阵 ， 则 8 和 R 也 是 实 
矩阵 ， 

证 明 ”对 和 矩阵 4 的 列 施 以 Schmidt 正 交 化 程序 ， 便 可 得 
到 所 要 结论 ， 

$ #r (A) =r<n, 则 分 解 式 A 二 QR 仍然 成 立 ， 且 
Q "QT, 但 此 时 有 R 的 一 些 对 角 元 可 以 为 零 (参阅 Horn 和 
Johnson 1985, p. 112). 

定理 2.4.7 (Cholesky D) tA AnXn 正定 Her- 
mite 阵 ， 则 存在 上 三 角 阵 艺 ， 其 对 角 元 皆 为 正 数 ， 使 得 4 一 
LL. A ALS RARE, ULAR FARR. 

证 明 FADO, KA B>0, 1 A=B" B. Xt B fE OR 
HR: B=OR, 这 里 Q HER, R 为 上 三 角 阵 , ex GEPON 
ER. 于 是 | | 

A = B*B = R'Q'QR = R" R. 
利用 定理 2.4.6, MPMI BRA. EREE. 

对 于 可 对 和 角 化 方 阵 ， 还 有 一 种 分 解 ， 称 为 谱 分 解 ， 将 留 

E Š 2.7 讨论 . 


S2.5 Schur #F 


设 4 为 二 阶 方 阵 ， 将 其 分 块 为 


这 里 4 为 上 阶 方 阵 . BAL, WR ad 阶 方 阵 
Az, — ÅA LA'A? I 
为 4 在 4 中 的 Schur #F (Schur complement). # A, HB, 
则 称 
Az 一 Ån AA 
为 4 在 4 中 的 广义 Schur 补 ， 这 两 种 Schur 补 都 简 记 为 
Ag.) EK. (A/A). 记号 Ax. ,在 数理 统计 学 中 被 广泛 合用, 但 
(AJAD 也 有 其 方便 之 处 , 在 后 面 的 讨论 中 , 我 们 基本 上 都 使 
用 An. ARADI EO EIE CAA). 不 难 明白 ,， Schur 补 
在 分 块 矩阵 的 广义 道 研 究 中 占有 重要 的 地 位 ， 
用 deta 表示 方 隆 A 的 行列 式 ， 记 号 
InA = (7,v,0) 
表示 A 的 惯性 指数 (inertia), XB av As PHRRAME. 
负 和 和 零 特征 值 的 个 数 ， 它 们 都 是 相合 关系 下 的 不 变 基 ， 
定理 2.5.1 Bn MAMA 有 (2.5.1) HBR, HAT 
wi. 出 


(a) detA = detA,,detA,,.,; 

(b) r(A) = (Ay) + r(A); 

(c) Iná = InA,, — InA,,.,. 

证 明 因为 

Ae: | 0 A A, a T — A'A,,. 
52 ALAD! i Az, Ax» 0 I 
=s s bon (2.5.2) 
(0 Aco; | j 
于 是 前 两 条 是 显然 的 .利用 定理 2. 2. 6 容易 证 明 
In4 = InCAC*, 
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+ 


这 里 C WM. Fie 
f InA = Ing = InA,, + InA;;.,.- 
定理 证 毕 . 
类 似 地 ， 我 们 有 
推论 2.5.1 设 4 有 (2.5.1) 形式 ，4z: 可 逆 ， 则 
(a) detA 一 detA,,detA,,.2; 
(b) r(A) = r(Ay) + r(A,,..2; 
(e) InA = InA,, + InAj,.2. 
从 (2. 5. 2》， 我 们 很 容易 证 明 如 下 定理 . 
定理 2.5.2 设 和 4 为 Hermite RẸ. 
(a) W AOA), >> 06 Azz >> 0; 
(b) # A, > 0, Mj ASOSA,, 20. 
定理 2.5.3 iAP BAB MAKIES Hermite 阵 且 分 块 


_ jAn An; _ (Bu A 
lAa Aa ls, B,, |” 
又 4 和 Ba ww, MY | 
(4 + B)> Z Any + Boo. 
证 明 在 矩阵 恒等式 | 
(E — FHG) = E` + E-!F(H — GE-'F)-'GE-! 
中 ， 令 E=F=G=A,,, H=—B,,. %8 
(A, HABT An) = AR — (Ar + By Th. 
(2.5.3) 
另 一 方面 
A= (A + B), — Ay, — By 
= A,,Aj)'A,, + BnB Bi 
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— (An + By) (Ay + B.) (A + Ba). 


利用 (2.5.3), RNA 


Wa Oe — (Ay, + By)! (a 
mee. = er By! — (An + B.) IN By 
= (4 Be | | (Au + AaB A.) g: — Ay Br! tea 
; B'A, B, 
> 0. 
A iE. 
考虑 分 块 矩阵 
B, B C 
了 
DOR) | ieee 
D, D, E 
其 中 
s= | | c= C J. D = (D,,D,) 
B, By Ce. 


这 里 我 们 有 三 个 Schur 4: 
(A/B). (€A/B,), (B/B). 

下 面 的 定理 建立 了 这 三 者 之 闻 的 一 个 等 式 . 

定理 2.5.4 在 分 块 矩阵 (2.5.4) 中 , 设 中 和 有 ,和 皆 可 道 . 
则 

(a) Schur 补 (B/B,,) 是 Schur žb (A/B,,) AY ATE 
子 阵 ; 

(b) (A/B) = ( (A/B) / (B/B,)). (2.5.5) 

证 明 因为 i 


) Ñ e i“ 


(A/B,,) = Em (Bu €,) 
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_ [Bx — By BiB C, — B,,B;'C, i 
| D, — D,By'B.. E — D,By'C, 
| (2.5. 6) 

易 见 B,—B, B. B= (B/B,) E: (A/B,) 的 主子 阵 . BB 
Ë B ü Bu Aap, hEm 2.5.1 (a) WM (B/B) WD. & 
就 证 明了 (a). 

将 〈2. 5. 6) 改写 为 

(A/B. = ! (B/B) C, 一 BiB 
ID, — D,By,'B,, E — D,B7'C, | 

依 Schur 补 的 定义 有 

((A/B,,)/(B/B,,)) 

= E— D,By'C, — (D, — D Bz1B,,)(B/B,,) 1(C, — B, BF C1) 

= E— (D, : D,) ° 


Bi! + Bu B.(B/B.) BaB) 一 BG lB,(B/B,) | o | 
— (B/B'1) Ba Br: (B/B,,)~! l\c 
= E—DB'C 
= (A/B), 


1X ART SR ERM Ask 


By, B: oe 
B= 
B, B: ' 


By! + By,'B,,(B/B,,)~'B,, Bu: = By'B,,(B/B,,)~' 


x (B/Ba) Ba Bs (B/B.)`! 
注 等 式 (2.5.5) 叫做 Schur 补 的 商 性 质 《〈《quotient 
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property) (W, Ouellette (1981)). 与 此 相 平 行 的 一 个 等 式 是 
AB™ = (AB >')(B8Bj;')7'. 
本 节 讨 论 的 都 是 Schur 4h. 关于 广义 Schur 补 将 在 6.3 
ie. 


82.6 笑 等 阵 与 投影 阵 


定义 2.6.1 Bn BHRABE ASA, WA HES 
EE (idempotent matrix). 
FFEA T BAER: 
定理 2.6.1 HAAnMRSH. Ml 
(a) 4' 和 1 一 4 BRS, 
(b) A 的 特征 值 只 能 是 0 或 1, 且 特征 值 1 的 重 数 为 4 的 
Rs 
(c) r(4) 一 tr(4)， 这 里 tr(4)? 表 示 和 矩阵 和 的 迹 ,， 即 4 的 
对 角 线 元 素 之 和 ， 
(d) (A) =. UA); 
(e) (A= UA): 
这 些 事 实 的 证 明 都 不 难 ， 留 给 读者 作 练 习 . 
KC 有 直接 和 分 解 ， 
C = S, @S,, 
那 末 对 任 一 向 量 xEGC"， 可 唯一 地 分 解 为 
x=yriz, (2.6.1) 
其 中 YES’ ZES, 我 们 称 y 为 x TB S, 在 S, 上 的 投影 ， 从 x 
-到 了 的 变换 是 一 个 线性 变换 ， 从 一 个 有 限 维 空间 到 另 一 个 有 
” 限 维 室 间 的 线性 变换 能 够 用 一 个 移 阵 来 表示 ， 我 们 称 该 矩阵 
为 变换 矩阵 ， 当 选 定 这 两 个 空间 的 基 之 后 ， 线 性 变换 与 其 变 
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FRE Z|) — OKA, FRERNBAAA—TS 
母 既 表 示 线 性 变换 又 表示 对 应 的 变换 矩阵 . (2.6.1) 所 定义 
的 变换 记 之 为 Ps,.s,， 称 为 投影 阵 ， | 

定理 2.6.2 P 为 一 个 投影 阵 当 且 仪 当 P ERGE. 

证 明 PAGS. 在 Si 的 投影 阵 , 则 由 定义 知 , 对 任意 
的 x€ S, EDS, 在 ,的 投影 就 是 x 本身 .于 是 

Pix = PPr = Px, 

对 一 切 xEC” 成 立 ， 这 就 证 明了 =r. 

RK. Ú P 为 赛 等 阵 ， 定 义 


= (y:y = Px,V x € C"}. 
S,= {z:Pz = 0}, 


MJ S. 1S,= 10}、 对 任 给 的 xEC"， 可 将 其 分 解 为 
x = Px + (I — px, 
这 里 PrC SI, (I—P)x€ S,, & 
c" = s, S, 
这 就 证 明了 P 为 Ps s. PRUE. 
注意 到 Si: =. (P), S,— f (P), 因此 , 若 P HRS, 
Wo 


P = P rm, rona 
这 就 证 明了 如 下 推论 ， f 
”推论 2.6.1 IERSE A, BA 
À = P aay, ras (2.6.2) 


定理 2.6.3 设 S$S AS: AC 的 两 个 互补 子 空间 ， 则 存 
在 唯一 投影 阵 Ps ,。 ， 使 得 
(Ps s) = 91s (2.6.3) 
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(Ps 5, d= oes (2. 6. 4) 
证 明 if dimS =g, 刚 dimS;,=xn— g. 记 


\ a |... sy} 


和 
(b rett Bg! 


FAA S AS. 的 基 ， 则 | | 
Ps.sa =a, ¿= 1, (2. 6.5) 
Ps.sb = 0, i= lenneg. (2. 6. 6) 
记 A= (a, a.) B= Cb, stt bng) MI C2. 6. 5) Fl C2. 6. 6) 
价 于 


Ps s (A iB) = (À : 02. (2.6.7) 
因为 矩阵 (AB) 为 可 逆 阵 ， 故 上 式 有 唯一 解 

Ps .s, = (A: (A: BB)". (2. 6.8) 
这 就 证 明了 Ps s 的 唯一 性 . 


KK (2.6.8) 我 们 立即 看 出 
MPss) = MAIO) = (A) = S.. 
另 一 方面 ， 对 任 给 的 xC S; 必 存 在 us 使 得 x= Bu. 于 是 
Ps .sx = Ps ,5, Bu = 0; . 

这 表明 S.C. (Ps 5). BENKER EA n — g DRAW 
dim. (P; .s)=n—r(Ps s )=n—g, PE S,=.4 (P; .s,). 定 
理 证 毕 . 

(2.6.8) 提供 了 投影 阵 的 一 种 表示 , 但 这 种 表示 应 
用 上 有 时 很 不 方便 ， 上 后面 我 们 将 给 出 另外 的 表示 式 ( 见 
§ 3.6). 

两 个 投影 阵 的 和 、 差 、 积 未 必 是 投影 阵 ， 对 此 ， 我 们 有 
下 面 三 个 定理 . | 
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定理 2.6.4 (a) EP, AP, 为 两 个 投影 阵 , BJ P= + 
P, 为 投影 阵 ， 当 且 仅 当 


P,P, = P,P, = 0. (2.6.9) 
(b) i P =Ps ro Po=Ps,.7, G (2.6.9) 成 立 ， 则 
P = P. + P, = Py;.r, (2. 6.10) 


HHS =S,@S,,T =T, N T 
证 明 (a) 充分 性 的 证 明 是 容易 的 ,下 证 必要 性 . 因为 
Pi=P,, Pi=P,, H P:=P 可 得 
P.P, + P,P, = 0. (2. 6. 11) 
HP ERER, RNA 
P\CP\P, + P,P.) = P,P, + P, P,P, = 0, 
(2. 6. 12) 
Fe EMG P, 4 
(P,P, + P P,P OP, = 2P,P,P, = 0. 
结合 (2.6.12) By P,P: =0. 再 从 (2.6.11) 得 P,P,=0. 这 
就 完成 了 (a》 的 证 明 . 
(b) 根据 推论 2.6.1, 4 (2.6.10) 等 价 于 
(P, + P,)= S,G5S,, (2. 6, 13) 
MOP, + P,)= T, 门卫， (2. 6. 14) 
但 是 
HP)= S, NMP) = T',, 
MP )=S,, NPD =T, 
于 是 结合 (2.6.13) 和 (2.6.14), [BA uy BB 
OOP, + Pi) = (CP) ACP), (2.6.15) 
MP) + P,)= (PD MOP. (2.6.16) 
对 每 个 zxE -和 4 (P), Ax—Pix. FH. 利用 (2.6.9), 
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得 
Px = PP x = Pix = P ,x = x, 
所 以 x€ P), REGEN f . Ç CPC. (P>. [Fl BBY uE 
AMP) Z(P). FE 
ECP) + P) C ..&(P) = OP, + P). 
但 另 一 方面 , 任 给 x€ OP Y. Z (P.), x= Px = P,x= 
P,P.x =0, TJ APON- (P,)= (0). BERS retr 
(P,)==r(P ,+P,) , (2. 6. 15) 得 证 ， 
i x€. (P HP S=. CP), 则 Px=0. FE 
P x = Pix = PPx = 0, 
这 表明 rE NP). ASH AE x. CP). 这 就 证 明了 
ECP, + P) CHAP) OP). (2.6.17) 
反 过 来 , 若 xE (P.D. r (P,) ， 则 
Px=Pix+ P,x = 0, | 
FE x€. r(P)=.J (P + P.) ,因而 
AOP, (ct Ci at + RP), 
结合 (2. 6. 17) REE AA T (2. 6. 16). 定理 证 毕 . 
定理 2.6.5 (a) 设 P 和 Ps 为 两 个 投影 阵 , 则 P=P, 一 
P, 为 投影 阵 , 当 且 仅 当 


P P, = P,P, = P,. (2.6.18) 
(b) 若 Pi Peay vP P... r, | EL (2. 6. 18) 成 立 , 则 
p =P, — P, = Psr, (2.6.19) 


其 中 
S=S,NT, 7 一 了 中 3:. 
证 明 (a) 充分 性 若 (2.6.18) RE. W 
P= (P, — P,)*? = P: — P P, — P,P, + P: 
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故 了 为 投影 阵 . 
DEE P=P,.—P, 为 投影 阵 ， 将 1 一 P 改写 为 
『 — P = (I — P.) + P,, (2. 6. 20) 
这 是 两 个 投影 阵 1 一 Pi 与 P, 之 和 . 根据 定理 2.6.4, I—P H 
投影 阵 ， 必 有 


(I — P .)P, = Pl — P.) = 0, 
这 就 导致 了 (2. 6.18). 
(b) A. I—P 的 分 解 式 (2.6.20) 及 定理 2. 6.4 得 
I — P= (I — P.) +P, 


= P. AU PBI OP FU P D: CP) 


P= P pu PON rp mop dG Ae) (2. 6. 21) 
利用 定理 2.6.1 (d) 和 (e), F 
MI — P= VP) ST, 
f (I = P `) = ACP) = 5). 


HES AP = To (Py) = Sy. 将 这 些 关 系 代入 (2. 6. 21 BD 
得 (2. 6. 19). 定理 证 毕 . 
定理 2.6.6 (a iP, AP, 为 两 个 投影 阵 , 则 p = P.P, 
为 投影 阵 ， 当 且 仅 当 
P,P, = P,P.. | (2, 6. 22) 
(b) # P.,=Ps z > Po=Ps,i,5 H (2.6.22) 成 立 ， 则 
P £P P. = P. +, 
其 中 
T=T +T, S=S,1 Sy. 
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证 明 (a) 的 证 明 很 容易 ， 留 给 读者 作 练 习 . 
(b) 车 (2. 6.22) 成 立 , 则 了 为 投影 阵 ,由 推论 2. 6.1 知 ,5 
二 .HN(P),T= 二 .AA(P). 于 是 问题 归结 为 证 明 
AP) = S, A Sas (2. 6. 23) 
AIM =T + T';, (2. 6. 24) 
任 给 x€ CP) = (P| P,) Wi x= P Pox. 于 是 
Pix = PiP,x = P Px = x, 
这 表明 KE AOSS. RBA GE x€ .Z(P,)= .S,. 这 就 证 
明了 
| (P) C S, ñ S (2. 6. 25) 
反 过 来 ,车 x€ SNS: Bl v€ .&(P.) 1-6 (P,), Wl x = 
P x= P,x. 于 是 | 
x = Px = P P,x, 
BI x€ (P Pi) =A (P). iXyk'ut BB T OSS.) C. (P). #š 
£ (2. 6. 25) ,我 们 证 明了 (2. 6. 23). 
下 证 52. 6.24). E xE V (P=. 1 CP\P,), Will P. Pox = 
0, 这 表明 Pix €. (P.)=T,. 此 外 ,显然 有 | 
(q — Pix € A (P, = T,, 
故 从 分 解 式 
x = Px + (I — P,)x, 
知 xE7 十 T， 这 就 证 明了 
VP) CT, + Tz. (2. 6. 26) 
SHH. # x€ T ,+T,, Wx 可 分 解 为 
x = x, + x, 
RP x€ T, i=1, 2, Mi 
P P,x = P P,x, = P,P x, = 0, 
于 是 x€ VP PL) = 1 CP) TARVER Y TI +T,C.1 (P). Sh 
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& C2. 6. 26), 就 证 明了 (2. 6. 24). 定理 证 毕 ， 

前 面 我 们 讨论 的 都 是 一 般 投 影 阵 ,然而 ,在 投影 阵 中 有 一 
类 很 重要 的 特殊 的 投影 阵 一 一 正 交 投 影 阵 ， 

FE 6. DPS LS: BIS A S, BATE Ath >= lB] , Wil 
相应 的 投影 y 称 为 x 向 S, 的 正 交 投影 ,相应 的 投影 阵 称 为 正 
” 交 投 影 阵 , 简 记 为 P; .关于 正 交 投影 阵 , 我 们 有 如 下 重要 结 ` 

oe. 

定理 2.6.7 设 C" 中 内 积 定义 为 

(x,¥u = y“ Mx, 
其 中 M>0,J P 为 正 交 投影 阵 , 当 且 仅 当 

(a) P:=P; 

(b) MP 2 Hermite KẸ. 

证 明 必要 性 从 定理 2.6.2 SNI, 338 P 为 正 交 投影 阵 
AY, (a pR sr. 假设 P 为 向 子 空间 5 的 正 交 投影 阵 , 则 对 任 给 
AY x€ C". EOD. 有 | 
Px€ S, G — Py € S+. 

于 是 
x’ PMU — P)y = 0, 
对 一 切 x,yEC', 这 表明 
P'M(I— P) = 0, 
上 式 等 价 于 P' M=P'' MP. 因此 式 右 端 是 Hermite 阵 , 所 以 
P" M= MP. (b) 得 证 . 
充分 性 ”从 ia) 和 推论 2.6.1 以 及 定理 2. 6. 1, 得 
P = P. ERL” — P(r), U—P)s f 
问题 归结 为 证 明 
| HT — P) = (P+ (2. 6. 27) 
事实 上 ,因为 MP 为 Hermite 阵 , 故 有 MP=P'M, A P'E 
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EIA P* 为 之 等 阵 可 得 
P*MP = P° M. (2. 6. 28) 
RIE x WIP) ETE uC’ ,使 得 x= U— Pa. 利 
A (2. 6. 28) ,我 们 有 
tP MU — Pu =D, 
对 一 切 tEC' 成 立 . ARER f x= (I— P;yu€ (P): 从 而 
证 明了 
. (1 — P) CAP). (2. 6. 29) 
再 应 用 定理 2..6. 1(c), 有 
dim. (E — P)= (I — P) = tri — P) 
= n — tr” = n — r(P> 
= dim.“ (P). 
结合 (2. 6. 29) 就 得 到 (2. 6. 27). 定理 证 毕 ， 
推论 2.6.2 若 在 C 中 定义 标准 内 积 (x,y)= 一 yz, 则 己 
HEZE E HA PARES Hermite 阵 , 即 天 满足 
(a) "=P; 
(b) P=P. š 
应 用 广义 逆 矩 阵 , 可 以 给 出 投影 阵 和 正 交 投影 阵 的 具体 
表示 ,这 使 得 我 们 能 够 更 方便 地 人 饶 究 投影 阵 及 正 交 投影 阵 的 
性 质 .这些 将 在 3.4 中 讨论 . 


$2.7 if 分 R 


如 果 一 个 方 阵 相 似 于 一 个 对 角 阵 , 则 称 该 方 阵 是 可 对 和 角 
化 的 .本 节 的 目的 是 证 明 这 样 的 方 阵 可 表 为 若干 个 投影 阵 的 
线性 组 合 . 特别 ,对 正规 阵 , 它 可 表 为 正 交 投 影 阵 的 线性 组 合 . 

定理 2.7.14) RAEC, AA HABE 
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不 同 特征 值 , 则 4 E n] XJ AE , 23 AR EER CBN 3F 
SE EDP, ss Pa 1E1418 


PP—0 ižj ` (2.7.1) 
Á 

ph (2.7. 2) 
` 4 

A= J àP, (267:3) 


证 明 ”充分 性 Rr (PD =r i= 1, Ë. MIR X, 28 n> 
r, 的 矩阵 ,满足 AXD = AP. 
X = (X e Xa). 
因为 P, ARGE ,应 用 定理 2. 6. 1c), HERE X 的 列 数 为 
> 一 Dra == Lre» = Dee) = PD 
= tri = n. 
TEX An HAE. 
依 互 的 定义 ,对 每 个 天 , 均 存 在 U, AG P= XU i=l, 
= (UU, U4), 
利用 (2. 7.2), 有 


XU = Xx, = 2, =], 


=1 


ZR X FEAT BE. p 应 用 (2. 7. 1D 和 (2.7. 3)， 我 们 有 
AX = (J APDX = AX AX) = KD, (2.7.4) 


这 里 利用 了 P.X = X: PX =0, jZ, BH. 


D = diag (AJ, LI, ss Ad, ). (2.7.5) 
朵 为 已 证 天 为 可 逆 阵 ,于 是 从 (2. 7.4) 可 推出 
A = XDX |, 
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El A 相似 于 对 角 阵 万 . | 
必要 性 设 4 是 可 对 角 化 的 ,上 且 设 为 特征 值 的 重 
数 ,i 一 1,.…,. 则 存在 可 逆 阵 ,使 得 
AX = XD, 
这 里 DD H (2. 7. DEX 将 矩阵 天 分 块 ， 
X = (X,,--,X,), 
其 中 X, 为 nXri ERE. 定义 
已 一 (0， ,0,¥,,0,.. OVX! 
dy -1， 工 一 
则 P, ASR. 事实 上 ,Y; 可 改写 为 
| Y, = Xdiag(0, 1000, 5057095 
据 此 易 证 P; 为 者 等 阵 有 旦 满足 (2.?7.1) 一 (2.7. 3). 定理 证 毕 . 
定理 2.7.2 HACC CEM MALT R AA WA 
的 全 部 互 不 相同 的 特征 值 . 则 满足 (2.7. 1) (2. 7. 3) ES 
阵 P,P,,…,P, 由 4 唯一 确定 . 
WAR 设 Q,i==1,…,k HSH, AE 


QQ = 0, = j, 6) 
k 

I, 一 a, (2. 7. 7) 
i=l . 
Ë 

A= >... (2.7.8) 


我 们 将 证 明 ， P,=Q,,i=1,°** E. 
JAC2. 7, 123102, 7. 3), WEB 
P,A = AP, = )P,, i = 1,+5k, (2.7.9) 
同样 ,由 (2.7.6) 和 (2.7.7) 得 到 
Q.A = AQ, = AQ, 1 一 1 (2. 7. 10) 
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于 是 
P;(AQ;) = A,P:Q;, 
(P,A)Q;= APQ). 
AM ij BY AA, E BS KuEBH y 
PQ; =0, ¿= J. 
从 而 , , 
P, = P.( 210;) = PQ = (>) PQ =Q. 
定理 证 毕 . I I | 
= AEAEE WJ 3 SEE P 称 为 A bJ 3 32815 Orin- 
cipal idempotent matrix). ÆA (POERA A 的 特征 子 空间 . 
FH CHS T —HRERSRA Jr 15. 
定理 2.7.3 设 A 为 ” Br BY At Aa k RE, A grey 为 它 的 
全 部 不 同 特征 值 . 记 l 


t 
g(a) = [J a- 45. 
fm) 


则 
_ fA) 
G, = GA)’ i l," Ë 
为 4 A EES RE (AEH 


g(a) = |[ (A ~ ÀR). 
£] 
t 
证 明 RP ,Pi 为 A ERGA. ay 
E epg 
tie 
1 + | 
F m Ho, — ADP; 
tí 
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定理 证 毕 . 

推论 2.7.1 HACC RAM ALS. CHB 
FEEL A Avec Ac MT LAY ESRD Pie Pa WI 

(a) 对 任 一 多 项 式 f Co), 


f(A) = DIP. 


ee B 与 4 可 交换 ， w FLA. B 与 每 个 P 可 交换 
结论 容易 从 定理 2.7.1 和 定理 2.7.3 导出 . 请 读者 写 出 

证 明 的 细节 . 

我 们 知道 ,正规 阵 是 一 Jeena BT At ALCP 下 面 的 定 
理 给 出 正规 阵 的 谱 分 解 ， 

定理 2.7.4 假定 在 C" PARE MAG =y x. A 
EC ™" ,A,… ,hh 为 有 有 的 全 部 互 不 相向 的 特征 值 . 则 A 为 正规 
阵 , 当 且 仅 当 存 在 正 交 投影 阵 P,P ER 


PP; = 0, : = fy (2.7. 11) 

I = >. P. (2.7.12) 
& š: 

A = DU AP (2.7.13) 


证 明 ”充分 性 假定 A 有 分 解 式 (2. 7. 13) ,其 中 P; XE 
交 投 影 阵 , 且 满 足 (2.7.11) 和 (C2.7,12). 因为 内 积 是 标准 内 
积 , 依 推论 2. 6.2,P; 4 ES Hermite 阵 . 于 是 
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Ë 


AA (ae (D AP = DAP = A*A. 


必要 性 ih A 为 正规 阵 ， ee 依 定理 
2.7.1, 存 在 投影 阵 P,,…,Pi, 满 足 (2.7.11)、《2.7.12) 和 
(2.7.13). 我 们 只 需 证 明 ;P, 为 Hermite 阵 . 

因为 A 是 正规 阵 . 于 是 4 的 对 应 于 的 特征 子 空间 
-到 (Pi) 也 是 4' 的 对 应 于 特征 值 如 的 特征 子 空间 . 因而 A" 与 
A 有 相同 的 主 村 等 阵 . 依 定理 2. 7.1,A° 有 分 解 式 : 


一 2 AP.. (2.7.14) 
fE(2.7.13 J W i B $E BS $a ,得 
& 
= > AP; . (2.7.15) 


注意 到 ,P; 满足 
P? P? = 0; 1 Fs 


这 表明 (2.7.15) 也 是 4" 的 一 个 谱 分 解 , 由 分 解 的 唯一 性 、 
(2.7. 14) 和 (2,.7. 15) 知 P, =P! i =1,+°,4, BY P; 为 Hermite 
阵 , 定 理 证 毕 . 


$ 2.8 特征 值 的 极 值 性 质 


iA An Xn Hermite 阵 . 对 任 给 的 EC" ,我 们 称 

x" Ax | 

x" x 

为 Rayleigh-Ritz Fy Rayleigh W. 在 矩阵 论 中 有 两 个 重要 

定理 , 即 Rayleigh-Ritz 定理 和 Courant-Fischer 定理 ,它们 通 
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(2.8.1) 


tt Rayleigh Bš (2. 8.1) 的 无 约束 和 约束 的 极 值 来 表征 Her- 
mite 阵 的 特征 值 . 这 些 结果 不 仅 在 许多 领域 具有 广泛 应 用 ， 
而 且 在 广义 族 矩 阵 研 究 中 也 很 有 用 处 . 本 节 的 目的 就 是 简要 
讨论 这 两 个 重要 定理 ,关于 它们 的 一 些 应 用 可 在 王 松 桂 等 
《1994) 中 找到 ， 

定理 2. 8. 1(Rayleigh-Ritz) j A An BR Hermite FF,A, 
ae A, 为 4 的 特征 值 . WI 

(a) WX XxX =< x" Àx DAK x; 


x 
= max x“ Ax; 


seo © X ees] 
eee i 
(c) A, = min —— = min x Ax 
rz x. z* x= 


f WA fa) Bast, A A 的 对 应 于 1,… A. HE 
正 交 化 特征 向 量 ， IWE U= (ays ,HU A BE. 显然 4 一 
UAU* ,其 中 /一 diagf(h oA). yHU' x. WM y" y= x* x. F 
是 - 

x' Ax = x“UAU"x = y* Ay = Saly, - 
注意 到 


r'Axr < À, >; ly 5 Ay"y = Ax'Y, 


x"Ax2> A D [yl = Apt y = ÀX" X. 
¿=l 


4x=u, fü x=u, 时 ， 人 (b) 
和 (ec) 是 (a) 的 直接 推论 . 
上 面 的 定理 刻画 了 Hermite i su ha 
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性 质 , 对 于 其 它 特征 值 ,我 们 有 
定理 2.8.2 设 入 为 nXn Hermite 阵 , Se SAHA 
的 特征 值 ,xu reru, 为 对 应 的 标准 正 交 化 特征 向 量 . 则 


x" Ax i 
(a) A, = max = max x" Ax; 
工 天 0 x" x=! 
m; *=0 ui r=) 


j= l á — 1 ge Ca iah 


. x" Áx 可 
(b) 人 ,一 min = max x* Ax 
r= D x x zr" x=1 
s" x=0 wf =o 


了 
pen + leon jaak bien 


证 明 (a) 证 明 类 似 于 定理 2.8.1. 只 要 注意 到 ,对 现 
在 的 情况 yy =U" x= Cyne In) = = 1 = 0. T E: 


x" Ax = SA lal. 


(b) 证 明 类 似 于 (a). 定理 证 毕 . | 

这 两 个 定理 虽然 刻画 了 Hermite 阵 的 特征 值 的 极 值 性 
质 ,但 是 在 后 一 个 定理 中 ,所 求 的 是 2 Ax x Ax/ (x “ x) BJ 
条 件 极 值 ,并 且 所 用 条 件 依 赖 于 方 阵 4 的 特征 向 量 , 这 在 应 
用 上 很 不 方便 .下面 的 Courant-Fischer 的 min-max 定理 克 
服 了 这 个 缺 跟 . 

定理 2. 8. 3C(Courant-Fischer) if A 4~nXn Hermite 
PEA Se ed, Hy 4 IREE u u, 为 对 应 的 标准 正 交 化 
特征 向 量 , 则 | 


; x" Ax 
(a) min max = A, 
a sto XX 


Eh BY n X (一 1) 矩 阵 . 当 B= Cary ,时 ,上 起 达到 
和 


=A, 
zx x" x —k+13 
B" x=0 


(b) min max ~ 


HEB Arn X (h—1) FRE. 4 B= (at, passe oe, ) 时 ,上 式 达 到 


kr. . 
WEA (ad JU = (ui, u, y=U"x, D=U"B.A= 


diag (A, s», A). + 
y Ay = mex 2 Aly 


x" Ar 
max —— = max 一 一 
sto X X vo Y F y* yi i=] 
B` r= D ` y=0 I y=0 
” k 
=Z max Aly |? = max SOA ly? 
“y= i=] ° D” y= i=] 
o* =O A : f= 
¥ aoe =ù izies y,! 7 
at] 站 
Á Á 
> món Dals > mn SA ly, |? = X. 
Ñ > fe lv: teti = Yasal 


x" Ax 
max = À 
rn x "x nae: 
B* x= 
x` Ax 
= A. 


min max — 
x"x 


8 xD 
H” x=9 
定理 2: 8. 2(a), 知 当 B= (its syd AY , 383552 ae. (a) 


结合 
得 证 . 
(b) 采用 与 (a) 相 同 的 记号 , 册 
x* “A z 
min = min 772 — min SA ly, |? 
r X x sz0 y y y'y=r im 
B* r= D" y=9 b’ y=0 
” n 
< min SA ly? = min > Aly, |? 
p. 了 一 i=] p 了 一 中 i=m-. ¿+I 
` 22T) =o | ly 1 


— 


< max >. Ala = kn 


z 2 
= +|y | =] 574 
ly ti | 十 a 


至 此 ,我 们 证 明了 ,对 一 切 nX (R—- DERE B, 


. x" Ax 
min — < Ån- 
= ee S sat 
B" x=0 A 


因此 


. x" Ax 
max min =< À,_k+1- 
B x*x 


a ha 


£H 结合 定理 2. 8. 2Cb), ERY B= (u, —b+29° -su PSS R YF. 
定理 证 毕 . 


§2.9 EEK 


KA AmxXn EE BE, Bi A 的 范 数 , 记 为 All ,就 是 满 
BPW = 3 PE EER g: 

(a) 正定 性 :| All 20,8 || A | =0SA=0D; 

(b) FHE: || cA |] =Ic| || All 其 中 < 为 任 一 复数 ; 

(c) 三 角 不 等 式 ; || A+B || < |All + | Bll. 

特别 , 若 4 和 如 分 别 为 mxXn Fil nxp HE, || A | 满足 

lAB| < |All BI, 

则 称 该 范 数 是 相 容 的 . 

在 后 面 的 讨论 中 ,下 面 的 两 种 范 数 要 常常 用 到 . 

例 2.9.1 欧 氏 范 数 ,也 称 Frobenius 范 数 , 记 为 


|| A || e = GrA* A)12 = (È È ley | 


KE AEC. 不 难看 出 ， 欧 氏 范 数 就 是 把 矩阵 的 列 一 个 接 一 
个 排 起 来 ,组 成 mxnX1 的 列 向 量 ， :然后 求 该 列 向 量 的 欧 氏 长 
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E. 
欧 氏 范 数 是 相 容 范 数 ,此 因 
|| AB || }= tr(B* A* AB) < tr(A (A ADB" B) 
= A CA" A)tr(B* B) < tr(A" ADtr(B' B) 
= | Alli || Bil? 

其 中 心 (C) 表 示 和 矩阵 C 的 最 大 特征 值 . 

以 后 我 们 也 常 把 外 Alfie | 4 1, 读者 从 上 下 文 是 不 
5 RIA. 

2.9.2 谱 范 数 

| All; = APA" A) = AP (A*A), 

这 里 A CB) aS RE B 的 最 大 特征 值 . 

在 定理 2.4.2 中 我 们 定义 了 矩阵 4 的 奇异 值 . 易 见 矩阵 
4 的 谱 范 数 在 数值 上 等 于 4 的 最 大 奇异 值 , 利用 方 阵 特征 值 
的 单调 性 : 若 ADO, Bo, A ARBI A~B>0), Ml A, (A> 
A; CB) (证明 见 王 松 桂 等 (1994). p. 114) ,容易 证 明 谱 范 数 也 是 
相 容 范 数 , 事实 上 ， 

| AB |= A, CB* A* AB) < A (B "AYCA" ADB) 
<A,(A‘A)A, (B * B> 
= | Alli | B |. 
还 有 一 类 和 矩阵 范 数 , 称 之 为 加 权 范 数 , 在 广义 逆 研 究 中 很 
有 用 . 

R AEC, CEM C 到 C” 的 一 个 映射 . 若 xEC, 则 y 
=AXEC FAG yy 和 (x,y)w 分 别 表示 c" 和 Ce 的 内 积 ， 
即 


(x,y)#=—= y' Mx, V x,y € Cr. 


(xy) = y" Nx, V x,y € Cr, 
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HP M AI N RUA m>X msn Xn 的 Hermite 正定 阵 . 与 这 样 
的 内 积 相 对 应 的 向 量 范 数 分 别 为 


dfx ll u= Geox? = (x` Mx)? 


l! 


|x |, W x €C", 
|x || = Cer = (x* Nx? 
= [| N'2x ||, v x € C". 
与 上 述 两 种 向 县 范 数 相对 应 ,我 们 可 以 定义 于 xz 和 矩阵 


A 的 范 数 
|| A || sew = pas || Ax |] a (2.9.1) 


称 为 A 的 加 权 范 数 . 当 M= I. N=, || A || = | 4 ll;. 利用 
定理 2.8.1, RNA | 


* * 1/2 
| 4 ll w= | max zA s = A (A* MAN 1) 
= || MIAN-z|, (2. 9. 2). 


加 权 范 数 也 具有 相 容 性 . 它 的 表述 略 复杂 些 , 可 以 写成 如 
下 定理 . 

定理 2.9.1 设 AEC"™*?,BEC™",xEC",yEC", 则 

(a) | Ax || < | A |l aw | x |} we 

Cb) | By [haw |] Bil ww ly Hl ae 

Cc) HAB || sear |! A ll sew It B || su. 

这 些 事实 的 证 明 是 容易 的 , 留 作 练 习 ， 

S C” J C' 中 定义 的 内 积 紧 密 联 系 的 一 个 概念 是 加 权 共 
Bg ee E REY PR TE be IH (adjoint matrix). 

EN 2.9.1 j ACC”*",M AN BBY m X m.n>x n 
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Hermite IE PF. A KI DOAL 353 t BE 1A A* ,定义 为 
(AX 5 VY) = (x, A” yw, 
对 任 给 xEC",yEC". 不 难 证 明 


A” = N 14 M. (2. 9. 3) 
4 M=1,,N=I, I,A” =A* , 即 对 这 一 特殊 情况 ,4 就 变 为 
通常 的 转 置 共 轿 阵 . 
类 似 于 A’ A” RA FINER: 
定理 2.9. 2 


(a) i A.BEC"™",M(A+B)" =A* +B". 
(b>) i ACC™",BEC™", MM CAB)" =B*A*. 
(c) (A*)* =A. 
(d) (A*)-'=(A-')*, 
Ce) ACC", || A || w= |] A? || nae 
> 7% Aec™*, My 
All jew = || AA” || ee = | A*A || wwe 
这 些 事实 的 证 明 可 根据 A” 的 定义 或 (2, 9.1) 和 (2. 9. 2) 
来 完成 . 下 面 我 们 只 给 出 (f) 的 证 明 . 
由 (2. 9. 2) 得 
| 44* | ww 一 || MIAA* M”: ||; 
= || MZAN-7(MtAN—)* ||, 
= || MiAN™ ||; 
= || A| ixo 
这 就 证 明了 第 一 个 等 式 . 用 完全 类 似 的 方法 可 以 证 明 第 二 个 
等 式 . 
ABP, RGR ESA ZE JL Ph BEMIS S y E 
阵 中 ,如 加 权 Moore-Penrose 广义 道 ( 见 § 4.9), 4841, 3)- 
56 


jr IMAL 14} CRD. =o, 
$2.10  F 值 


在 $2.4, 我 们 引进 了 和 矩阵 的 奇异 值 , 设 4 为 mxXn BE, 
其 秩 为 >. 那么 4 的 奇异 值 定 义 为 4"4, 或 等 价 地 ,44 "的 非 
零 特 征 值 的 正平 方 根 , 本 节 讨 论 有 关 奇 蜡 值 的 岂 个 重要 事实 ， 
以 备 后 续 章 节 引 用 . | 

定理 2. 10.1 BA AmXn E, RRA AS SAO 
为 4 的 奇异 值 . er 个 复数 d 满足 

d| =A, i=l, 

1% us’ “su, 3 AA’ 对 应 于 非 零 特征 和 值 es ,rr 的 标准 
正 交 化 特征 向 量 . 定义 


2; ae J4 us z = lyer. 


则 
(a) PrP, AA 对 应 于 非 零 特征 值 Až i=l, r 
的 标准 正 交 化 特征 向 量 . 


(b) u =F Ap i=l °°" 7 
证 明 (a) H @; 之 定义 ,有 


A* Ag,= za (AA*u,) = =A" Atu, 


= Ghar u, = |d; ltp; = Atp. 
$= | 
. i 1 
P; p; = zas (AA* aa ee heal (Azu,) 
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OR, a i+ j, 
“gaa zt; l; i= j, 
这 就 完成 了 (a) 的 证 明 ， 
(b) 的 证 明 是 容易 的 ,定理 证 毕 . 


注 ”本 定理 的 对 偶 结 论 也 成 立 . 即 若 81,…,9. HAAN 

对 应 于 非 零 特征 值 只 ,i 二 1,…,r 的 标准 正 交 化 特征 疝 量 , 定 
X 

u, = 


Mui, .a 为 44: 对 应 于 FIEF HIE X, i=l, or 的 标准 
正 交 化 特征 向 量 , 上 且 
pi = JA t, r=], "r. 
SEL EHH A 5 A AR, BRIA. 
定理 2.10.2 KHAAmxXn&, BA rd AO 为 
A 的 奇异 值 , 设 r 个 复数 d, 满足 
| 二 | =A, f= ly 
MEE mxm fl n X n BE P H QER 
P* AQ = diag(d,,--. ,d, 05", 0) (2.10.1) 
证 明 Rusu 为 AA RT FES ER A = 1, 
-eer AY ER WE GE XIE Bk. CTAR T E BCAA") = 
A AVH) PAE. 设 te tin BAA = NAO H 
标准 正 交 基 . 于 是 向 量 组 Wes 8. ory is 8, 为 C" 的 一 组 
标准 正 交 基 , 定义 
= (gy) 
这 是 一 个 mxm B.A 
A'u=0, 7=r+ 1, m, (2. 10, 2) 
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用 完全 类似 的 方法 ,在 上 面 的 构造 过 程 中 将 4 和 4" 互 
换 ， 可 构造 出 标准 正 交 化 向 量 组 Piet? P :满足 
AP, = 0, j=r+ l, n, (2. 10. 3) 
定义 
Q = (Pig 
这 是 一 个 n> n BEF. 记 
D = (d,,) = P* AQ. 
我 们 证 明 具有 形式 (2. 10.1). 
事实 上 ,利用 (2. 10.2) 和 (2,10.3), 有 
d;; = u? Ag, = 0, 
对 i>r, j>r. 而 当 isj=l, er 时 ,利用 上 一 定理 中 u; 5 
9; 的 关系 


d= u’ Ag, = +u? (AA'u,) ` 
2 


= la (Au) = du; H; 


d; 
0, ify, 
Ade T 


定理 证 毕 . 

最 后 ,我 们 证 明 关于 奇异 值 扰动 的 一 个 事实 ， 

假设 4E cs, RERA r. 在 前 面 的 讨论 中 4 的 奇异 值 定 
XAA 4, 或 等 价 地 ,44 "的 = 个 非 零 特征 值 的 正平 方 根 . 但 
为 方便 计 , 有 时 候 人 们 也 把 4*4 或 44* 的 全 部 特征 值 的 非 负 
平方 根 称 为 4 的 奇异 值 ,也 就 是 说 ,增加 了 n—r 个 或 mm 一 7 
个 零 奇 异 值 .在 下 面 的 定理 中 ,我们 就 将 这 样 做 、 

P ACC. 现 对 4 有 一 个 微小 扰动 ,因而 我 们 实际 观测 
到 的 是 矩阵 8 二 4 十 E, 下 面 的 定理 建立 了 4 与 中 的 奇异 值 之 
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间 的 关系 . 
定理 2.10.3 i$ ABAE H m X n EE, B— A+ E. 将 
4 各 如 的 奇异 值 分 别 记 为 


lp — ol < E|], = 1,2," mn, 

证 明 ERP oiS Sol HA ARIE. iS 
SOAR BWR. 4A ACS SACO RAR z MAK 
C 的 特征 值 ， 用 9; ps 表示 B’ B 对 应 于 2. Z 的 标 
准 正 交 化 特征 向 量 , 依 定理 2.8. 2 我 们 有 
AH = A. (B"B) = max x` (B B)x (B B)x 

ae X x 
ü x" (Á + E) (A + E)x 
x 0 x * x 


= max| EA Ax 4 SEES pe FE As), 
240 x X x x x x 
ey 4 ss D . 


对 上 式 第 三 项 的 分 子 用 Cauchy-Schwarz 不 等 式 , 得 
|x" E’ Ax!? < (x" E" Ex)(x" A" Ax), 


于 是 
"A" Ax 1⁄2 x"E"` Ex 1⁄2. 2 
2 = m x A Ax 
z; - | <. nax (| x". x | al ] 
a) x= 0 
P= lave ye 
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ix'A* Ax 1/2 x" E“ Ex 1⁄2. š 
= | max => + max | . | ] 
x>0 x x x= 0 x x 
” r= P x= 0 
Fel J=: 


= (o, + AR CE" E)) 
S(¢4,+ El? ¿4=1,2,-. n — 1, 
对 上 面 的 讨论 作 明 显 修改 , 知 上 式 对 :一 0 也 成 立 . 于 是 我 们 
证 明了 | 
Kase, — | Ells, ¿= 1,254m, (2.10.4) 
AAH, Xt A=B-+(—E) ,重复 上 面 的 讨论 ;可 得 
op 二 |E|,, i=l, (2.10.5) 
综合 (2. 10.4) 与 (2. 10.5), 就 有 
g, 一 I E || , < z < s, + El,, i = lyen. 
定理 证 毕 ， 
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第 三 章 (1)- 道 


从 第 一 章 给 出 的 各 种 广义 逆 的 定义 ,我 们 不 难看 出 , (1}- 
逆 是 最 基本 ,最 重要 的 一 种 广义 逆 , 它 是 研究 其 它 广义 逆 的 基 
础 . 本 章 将 讨论 和)- 道 的 结构 ,性 质 以 及 在 矩阵 方程 求解 和 投 
影 阵 表示 中 的 应 用 . 至 于 其 它 方面 的 应 用 ,将 放 在 后 续 章 节 的 
ARMA. 


§ 3.1 (1)-m Mea 


对 任意 m Xn 和 矩阵 4, 我 们 用 4- 或 4 表示 它 的 任意 一 
个 {1})- 逆 ,而 用 4{1} 表 示 4 的 (1)- 道 的 全 体 . 本 节 用 两 种 方 
法 来 刻画 {1})- 逆 的 结构 ， | 

定理 3.1.1 设 AEC”"**, 其 秩 为 +, 其 相抵 标准 形 为 


A= p|” "|9 (3.1.1) 
0 ol 
a 

一 ih Š at |p, (3.1.2) 


iW ere Ge Gs 

(m—r HIER EE. 

O 证明 设 天 为 任意 一 个 4-, 则 有 4XKA4 一 4 将 (3.1.1) 

代入 ,我 们 得 到 
P le do=rlo oe 
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AAP #ü Q HABE, LAS 


Z. EA 1. : : 
E gai (th ee 
0 1 6 0 9 OÜ. 5 
id . ae 
š Bi, B. sa W š E 
OXP = B = | |. (3.1.4) 
B, B, 


则 从 (3. 1. 3) 可 推 得 B, =, RUE BH T S R 


mA”, SHNA | 
B, 12 

wee Da) (3.1.5) 

AERX. 1.2). 定理 证 毕 . 

这 个 定理 给 出 了 4” 的 一 种 刻画 .在 (3.1.2) 中 ,三 个 矩阵 

B,,, Ba Fl B, uJ UE RAR. EE, 24 r=r(A)<in 或 mt 时 , 存 

在 无 穷 多 个 A . 仅 当 r(4) 一 mm 一 时 4- 才 是 唯一 , 且 就 是 通 

常 的 AT OK Bs、Bz 和 Bi 任意 变化 ， i u ss 
(nae r us ha (于 是 


Atl} = (4- „az= 0>] ae alae i 
(Bs, Bz! f 
B, 为 适当 阶 数 的 任意 阵 }， 


与 前 一 定理 不 同 , 下面 我 们 用 一 个 特定 的 4 来 刻画 
Alt}, . Sa ech | 

定理 3.1.2 BAEC, A HK—-TPHEB (1) 
All} =(A-+ U — A` AVAA”, 


其 中 UE C™ ERE}; (3.1. 6) 
A(1) =(A-+ Z(I, — AAT) + (E, ~ A” ADF, 
HH Z,Y € C" 任意 阵 }. (3.1.7) 
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证 明 将 (3.1.6) 和 (3.1.7) 右 端的 集合 分 别 记 为 5, 和 
Sz. 容易 验证 ,这 两 个 集合 中 的 每 个 矩阵 都 满足 AXA=A, Bl 
SC'A(11,:=1.2, 

皮 过 来 ,对 AXA=A WJ IE —f XR U—=X—A , 便 可 推 
ih XES TE A(11CS.. HE 

Z=X —-A, 
Y =XAA , 
Ma XES, JE AN) CS. 定理 证 毕 . 


S3.2 基本 性 质 

设 4 为 一 个 数 ,定义 
pee 3 À> 0, 
ee er = A= 0, 


应 用 (3.1.2), 不 难 证 明 {}- 逆 的 下 列 性 质 ， 

定理 3.2.1 设 4EC 

(a) 4 总 是 存在 的 ,4 唯一 当 且 仅 当 4 为 可 赣 方 阵 ， 
且 此 时 4- 一 4 

(b) (A7)" C A" (1). 

(c) AATE QA)11). 

(d) PAO DHA mXm.aXn WME, Ml 

Q 4 P! € (PAQ){1}, (3.2. 1) 
对 任 一 4- 成 立 ， 

这 些 事实 的 证 明 请 读者 去 完成 ,但 须 注意 结论 (by Co) A 
(d) 与 AO, A 可 逆 时 相对 应 结论 的 差别 . 这 些 差别 渊源 于 
位 }- 逆 的 不 唯一 性 ， 

RANE S 2.6 已 经 定义 了 寡 等 阵 . 即 一 个 方 阵 4 若 满足 
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ASA, WRK 4 HESS, TRH ERAH SRA Re 
和 矩阵 之 间 的 一 些 关 系 . 

定理 3.2.2 AEC ™*", Ml 

(a) r(4 Ser A) ,对 任 一 4 上 成立. 

(b) WER A.A A ARSE, A r(A~A)=r(A). #t— 
步 

A A = I,<=—>r(A) = n. (3.2.2) 

(c) 对 任意 A AA” WEBB, H (AA) =r (A). 进 一 
步 | 

AAT = 1,<—>r(A) = m. (3.2.3) 

证 明 结论 (a) 容 易 从 (3. 1. 256. 

(b) 刊 用 :1)}- 道 的 定义 ,容易 验证 A A AES, BA 
用 (3. 1. 2) 可 得 | 

0 
4- A= P|, Po, 
2 0 
TE r(A A) =r=r(A). 

(3. 2.2) 的 必要 性 部 分 是 显然 的 . FERS Æ rA) 
=n N) h BERD (A 4) 一 ”这 表明 AA 为 可 道 震 等 
EE. 用 (4 A) ERCA AYSA A, {EIE 4-4 一 工 . 

用 类 似 的 方法 可 证 明 结论 (c). 定理 证 毕 . 

注 定理 3.2.2 的 三 条 结论 进一步 显示 了 和 矩阵 的 广义 道 
与 普通 逆 不 同 之 处 , 若 4 可逆 , 则 4-14 二 44-'=1. 注意 1 也 
ERTE, HRA ARARHW RSE. 而 当 A 不 可 道 时 ,4-4 
和 AA MERGE, CIRT A 的 秩 . 

推论 3.2.1 对 任意 的 矩阵 4， 

A CAAT) = (A), (3. 2. 4) 
NA A) = NCA). (3. 2. 5) 
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这 两 个 事实 的 证 明 是 容易 的 . 因为 显然 有 -A (AADC 
ACA), VCA-A)C.4A°CA). 再 结合 定理 3.2.2 PRH rA) 
=r (A)=r CAA" ), 恒 得 到 (3. 2.4) 和 (3. 2. 5). 

对 任意 m Xn SEE ALE r (A) =n Ml AERA EEE nx m 
REX, AR 

XA = I, (3. 2. 6) 
RIE X ga 的 左 道 阵 . SS (a er (A) =m, MB LAGE AA, 
HE n Xm PA X. {t18 
| AX = I, (3.2.7) 
FRE X 22 A AAR. (3. 2.2) 表 明 , 若 4 是 列 满 秩 ( 即 4 
的 秩 等 于 4 的 列 数 ), 则 任 一 个 À AR A AC. 类 似 地 ， 
(3. 2. 3) 表 明 ， = AEA So 的 行 数 ), 则 和 任 
一 个 4 都 是 A 的 右 逆 阵 . 

一 般 说 来 ,4 是 不 唯一 的 ,因而 矩阵 BAC 与 广义 道 4A- 
的 选择 有 关 ,也 就 是 说 ,对 不 同 的 4- ,矩阵 BA C 可 以 是 不 相 
. 同 的 . 但 是 , 当 和 矩阵 至 .C 与 4 满足 一 定 条 件 时 ,B84-C 就 可 以 
与 4 的 选择 无 关 . 这 个 性 质 很 重要 , 它 为 广义 逆 矩 阵 的 许多 
MHAE T Æ. 

定理 3.2.3 1 B>0.CZ0. WE BAC 与 4- 选择 无 
> , 3 B (2254 

AOC) C ACA) AB CMA), C3.2.8) 
BY MARA 4 的 列 向 量 张 成 的 子 空间 . 

证 明 充分 性 车 (3.2.8) 成 立 , 则 存在 矩阵 区 和 了 ,使 

得 C=AX,B'—=A' Y. 于 是 

BA C = Y' AA” AX = Y' AX, 
右 端 与 4- 无 关 . 
必要 性 ”应 用 (3.1.6), 任 意 一 个 A” 可 表 为 
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Av = AP? +U — APAUAA™, 
其 中 A AmE AEN- TE 
BA- C = BAVC + BUC — BAM AUAAC, 
着 B84-C 与 4 选择 无 关 , 必 有 BA  C= BA: C ,因而 
BUC — BA’ AUAA“C = 0. (3. 2.9) 
MU=AVAZ. HZ 为 任意 阵 , 则 
BA AZ(C — AAMC) = 0, 
由 了 的 任意 性 可 知 ,或 | 
BAVA = 0, (3.2.10) 
C = AAC, | (3.2. 11) 
45 (3. 2. 10) 成 立 , 从 (3. 2.9) 可 推出 BUC— 0, H U HERH, 
我 们 有 B=0 或 5C 一 0, 这 与 原 假 设 矛 盾 . 于 是 (3. 2. 11) 成 立 . 
这 就 证 明了 .€(C)C. (A). 
GR U=ZAA” ,用 类 似 方法 可 证 明 (RCA). 
定理 证 毕 . 
定理 3.2.4 AA B=B 当 生 仅 当 ACACA). 
证 明 必要 性 是 显然 的 ,下 证 充分 性 . 若 ABC 
- 逐 (4), 则 存在 矩阵 性 ,使 得 B= AX, 于 是 
AA” B = AA~ AX = AX = B. 
定理 证 毕 . 
定理 3,2.5 ”对 任意 的 矩阵 4， 
(a) ACA* A)” AS EP S CA" 4)- 的 选择 无 关 ， AA 
Hermite E£, HRS A 相同 . 
(b) A(A’A)-A*A=A, A"ACA*A) A* =A", (3.2.12) 
(c) BEY 为 任 一 满足 条 件 | 
r(A*VA) = r(A) (3.2.13) 
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的 Hermite 阵 , 则 
A(A*WA)- A'VA = A, (3. 2.14) 
A*VA(A‘VA)~ A* =A". (3. 2. 15) 
证 明 (a) AA-AAA) MERE X, E 
BA =A AX. BT | 
4A(h4 AD)- At = X'A"A(A‘A)~ A‘ AX = X"A*AX, 
上 式 右 端 与 (4" 4) 无关, 且 为 Hermite H. 关于 秩 的 结论 是 
显然 的 ,因为 在 上 式 中 我 们 可 以 取 一 个 可 道 的 (4 AD . 
OEH V = AH, FER I] R uE (c). 由 条 件 
(3. 2. 13) 知 ,对 任意 向 量 x 
| A"VAx = 0=Ax = 0. 
利用 此 事实 ,从 | 
A'V[A(A‘VA) AVA — A] = 0, 
”可 得 
A(A'VA)” A'VA—A =Ñ. 
(3. 2. 14) 得 证 ,用 类 似 方法 可 证 明 (3. 2.15). 定理 证 毕 
”众所周知 , 若 4 :和 (4 十 ip" REE, MJ 


= A 'u v’ Av! 
* ia 1 
(A 二 uw*) `= AÀ Tro Aon’ 


其 中 w 和 vw 为 向 量 . 与 此 相对 应 ,我 们 有 如 下 结果 . 
”定理 3.2.6 RACC, u 和 vw 皆 为 nX1 向 量 , 且 wuE 
ACA) u €. Z(A `). D 


t= or ar € (A + uo* {1}, (3.2.16) 
证 明 AA uE AA) ©. WA"), AE. 2.4, 78 
AA u= u, E 
v' A A=. 
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利用 此 事实 不 难 验证 所 要 的 结论 . 
§3.3 上 矩阵 方程 的 解 


{1)- 逆 的 重要 应 用 之 一 是 关于 和 矩阵 方程 和 线性 方程 组 解 
的 表示 , 它 起 着 与 通常 道 和 矩阵 完全 类 似 的 作用 . 另 一 方面 ,本 
节 的 结果 在 各 种 广义 逆 的 表征 中 起 着 重要 作用 ( 见 第 五 章 ). 

定理 3.3.1 设 4EC"*,BEC*", 上 有 EEC”, 则 和 矩阵 方 


程 
AXB =H (3. 3.1) 
相 容 , 当 且 仅 当 存在 4- 和 B” ,使 得 
44- HB- B= H. (3. 3. 2) 
2 (3. 3. 1? 相 容 时 ,其 通 解 为 
X = A` HB +Y — A` AYBB-, (3. 3. 3) 


其 中 了 HH nX p A A BORER Cm. 

证 明 FHA 和 8- 使 (3.3.2) 成 立 , 显 然 政 = 
A HB 为 (3. 3.1) 的 一 个 解 . 反 过 来 ,车 针 为 (3. 3.1) 的 一 个 
解 , 则 对 任意 的 4 和 8B- ,有 

H = AXB = AA~ AXBB- B = 44- HB-B, 

(3. 3. 2) 得 证 . 

假设 对 某 个 4- 和 BB-,(3.3.2) 成 立 , 则 容易 验证 (3. 3.3) 
给 出 的 天 是 (3. 3.1) 的 解 . 反 过 来 , 若 世 是 (3. 3.1) 的 解 , 则 对 
任意 的 4- 和 B OX 可 表 为 

X = A` HB -+X— A AXBB-, 

CRAG. 3.3) 的 形式 , 定理 证 毕 ， 

注 从 定理 证 明 过 程 知 , 若 (3. 3.1) 相 容 , 则 对 一 切 4- 和 
吾 - ,(3. 3.2) 成 立 ， 
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推论 3. 3.1 ik ACC’ RHE A" XA— 085538 8828 
X =Y — (AA) YAAD, 
XE y € C” L S E. 34 Y A Hermite 阵 时 ,上 式 表 示 Her- 
mite jË #2. 
下 面 的 推论 是 着 和 五 为 向 量 的 特殊 情形 . 
推论 3. 3.2 Ë ACC FEC”. MRE EA Ax=b 相 
容 , 当 且 仅 当 存在 一 个 4 ,使 得 
AA~ b= 6, (3. 3.4) 
若 (3. 3,4) 成 立 , 刚 Ar=b 的 通 解 为 
x=A b+U-—A ADL, 
ix +€ C' 的 任意 向 量 . 
推论 3.3.3 (adi ACC. ge C“, WHEE 


AX =H (3.3.5) 
相 容 , 当 且 仅 当 存在 4 使 得 
AA H = H. (3.3. 6) 
354 (3. 3. 5) 相 容 时 , 通 解 为 | 
X=A H+ G, — A ADU, (3.3. 7) 


BHU Anxa IERE. A EEH (1S. 
(b) 设 AEC HEC”. MERDE ` 


XA=H (3. 3.8) 
相 容 , 当 且 仅 当 存 在 4 使 得 
HA- À = H. (3.3.9) 


ETE 3. 3.8) 相 容 时 ,其 通 解 可 表 为 ” 
X = HA + W(L, — AA"), 
32 BW. q X m 任意 阵 . 
推论 3. 3. 3 的 两 条 结论 分 别 是 定理 3. 3. 1 中 A= I A] B=I 
的 两 种 特殊 情形 . 
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推论 3. 3.4 ACC, EAE 4 一 0 的 通 解 为 
无 一 (天 一 4- ADU, 
其 中 心 为 任意 阵 . 而 短 阵 方程 于 4 一 0 的 通 解 为 
X = WC, 一 44-)， 
Ep w 为 任意 阵 . 
定理 3.3.2 ACC’ ,.GEC”", NM GEA 4AM 
对 一 切 相 容 线性 方程 组 Ax=b,x=Gb 是 一 个 解 ， 
证 明 必要 性 i 4x=b 相 容 ,由 推论 3, 3.2 知 ,存在 一 
+A 使 得 (3.3.4) 成 立 .于 是 对 任意 GEAt{1l)， 
AGb = AGAA-b = AA- b = b, 
必要 性 得 证 . 
充分 性 ” 记 4= (ea …a). 显然 
Ax =@;, j=l, an 
ME , Ga; 是 Ax =a; 的 解 ， 
AGa; =a; j=l pen 
fre, AGA=A. BI GE A:1). 定理 证 毕 ， 
定理 3.3,3 设 4.8.C 和 DD 分 别 为 mXn.mXp.pXg 
FA z >x q 矩阵. 则 矩阵 方程 AX= B 和 XC=D 有 公共 解 当 且 仅 
当 每 个 方程 都 有 解 ,有 是 AD= BC. 
证 明 假设 AX=B 4 XC=D 都 有 解 ; 网 对 任意 的 人- 和 
C ,有 
A B= B, DC-C = b. 
# AD=BC, N BSE | : 
X =A’ B + DC-— A ADC- (3. 3. 10) 
是 AX=B A XC= D HAR. 
RAIK, i XE HHI A WI 
AD = AX,C = BC. 
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定理 证 毕 . 
定理 3.3.4 iQ A.B.C fl DAHA m X nvm X pip X q 
fl nXq ME. A AX=B 和 XC=D ARH X.. WJ 
X=X,+ U—A AYU CCC) (3.3.11) 
为 公共 通 解 ,这 里 4 AC H AMCET), 为 
适当 阶 数 的 任意 阵 . 
WAR 因为 AX. =B, X C=D,W XF (3. 3. 11) 给 出 的 每 个 
X 都 有 
AX = AX, =B, 
XC = X.C =D, 
BH (3. 3. LL SS AOR X A AX = B A XC= D 的 公共 解 . 
反 过 来 ,对 AX = BM XC = D ñ#J # 1 Zt 3t X., ÉE 
(3.3. 11) PRR Y= X— X, , CHIE. . 
E 从 (3,3.10) 知 ,在 53. 3. 11) 中 可 取 
X, =A” B+ DC-— A` ADC. 
Fit. AX=B fl XC=D 都 有 解 且 满 足 AD= BC. 则 
X = A` B+ DC -— A` ADCO + (I — A` ANY 一 CC-) 


(3.3.12) ` 


为 公共 通 解 . 
推论 3.3.5 ILA BSBA m > n fl p X q BE, WH 
FE  AX= OF XB 一 0 的 公共 通 解 为 | 
X = (1, — A` A)Y(I, — BB-), 
其 中 了 22 nx p 的 任意 阵 . 


$34 投影 阵 的 表示 定理 


在 $2.6, 我 们 讨论 了 投影 阵 和 正 交 投 影 阵 的 基本 性 质 ， 
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EWS ——- r Ë 39 8k 5 6 B 263 $ PF EE 96 25 E , HHWERR 
影 阵 的 充 要 条 件 是 为 Hermite ESE. 但 是 ,在 那里 ,我 们 没 
有 构造 性 地 给 出 投影 阵 和 正 交 投影 阵 , 本 节 我 们 利用 (1}- 逆 
建立 投影 阵 的 表示 . 
ig MEC™", H M2>0,El M 为 正定 Hermite HE. # C" 中 
定义 内 积 
Pu = y' Mx. _ (3.4.1) 
ACC”. IE At 为 满足 条 件 4' MAL — 0 B B£ E K Ek 05 
Mi BC C": RE 
C" = ACA) @ ALB). (3.4. 2) 
KREA A, RIER Pw. zu IW Paes MEE 
ROPER EE P ¿ACID A Pa. 
定理 3. 4.1 RAEC, BEC, RX: 53 (3.4. 2) 8 
立 . 则 
Ps = A(ZMA> ZM, (3. 4. 3) 
KH z=)". | | 
证 明 为 简单 计 , 在 本 定理 证 明 中 ,将 Pi.s 记 为 P. 根据 
定义 ,P 是 下 列 矩 阵 方程 的 解 ; 
PA = A, | (3. 4. 4) 
PB = 0. (3. 4. 5) 
将 (3.4.5) 改 写 为 
(B) "M(M C P') = 0, 
因而 
AMP y CBE). 
故 存 在 矩阵 天 ,使 得 MP = (B)SK. 从 此 矩阵 方程 可 解 得 
P = Ki (B) ) M. (3. 4. 6) 
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代入 (3.4.4), 得 
K( (B)y)'MA= A. 
从 此 式 再 解 出 天, 我们 有 
K = A((By)+)'MA)~. 
FRA (3. 4. 6) 
P =A(((By)+)'MA)~ ((B)4)'M 
=A(ZMA) ZM. 
定理 证 毕 ， 
It FE 28 EP. A 0B) = (A) = (An) 
此 时 (B#)' = 二 A' ,于 是 从 定理 3. 4. ee 
推论 3.4.1 AEC. 
(a) 着 内 积 定义 为 (3 4. 1), 则 向 -和 (4) 的 正 交 投影 阵 为 
© Pi = A(A*MA)- A'M, Fa. 7) 
APs SHAT XB ERE AG. 
(6) BEG 4. DP, MET. 则 向 . (A) 的 正 交 投影 阵 
= A(A' 4) A’ EE 4.8) 
B P. SHAN X86083. ‘aad 


§ 3.5 具有 给 定 秩 的 {1}- 首 


设 ACC”. 我 们 知道 (A) rA), H (Am ) 可 以 取 任 
意 正 整 数 有 ,这 里 满足 
r{A) < £ < min (m ,n. (3. 5.1) 
一 个 有 意义 的 问题 是 ;对 给 定 的 满足 (3. 5. 1) 的 上 ,如 何 刻画 
具有 给 定 秩 & 的 4. 本 节 就 来 回答 这 个 问题 ， 
51783.5.1 iH 1 nx n HSK. 则 存在 正定 Hermite 
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BE P., {#18 PW P=#H. 
证 明 rH) =r, I-A ARSRARA nor. 考虑 
H 和 1 一 BH 的 满 秩 分 解 ( 关 于 满 秩 分 解 , 见 定理 2. 4.5) 
H = AB,, 
I — H = A,B,, 
这 里 A EC", p, € C”, Aor (A) =r (BD) = r, I A, € 
C™ or?” B ECO", H Z(A,)=r(B,)=xn—r, 记 


A = (A, : Ao}, 
jela 
B. | 


HAM BEA nX n HEH | 
AB = À B, + A,B, = H + (I — H) = L,, 
E AHB ETPA, E 
A = B`' = (B‘B)'B* =#P-!B:° , 
这 里 P=B°B>O. 从 上 式 可 得 
A = (A, !A,) = (P"'B! : P'BS), 
故 
A, =P"'By, 
B, =A*P* = A? P. 
最 后 我 们 得 到 . I 
H = A,B, = PBS ASP = PH’ P. 
定理 3.5.1 RAEC R £ 3 r, ERM £ BE 
(3.5. 1). Un Xm ERE G E: A 的 一 个 秩 为 的 {1}- 道 , 当 且 
仅 当 GG 为 4 十 MN 的 一 个 {1,2}- 道 ,其 中 MEC™™4 NE 
Cross, ET 


A 
r(A : M) = | = ë. (8.5.2) 


N 
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证 明 必要 性 iG AHi- rG) =k, 0 H 
二 GA ER FE, Ar (a) =r. REE. 5.1 知 ,存在 正定 阵 
M ,使 得 
M 'H'M = H. 
十 是 
MH = H'M = (MH)', 
即 MH 为 Hermite 阵 . 假定 在 C 中 定义 内 积 (x,y)w = 
y MX, 根据 定理 2. 6.7, 由 H FES RE. MH 为 Hermite 阵 ， 
可 推出 五 =GA4 为 向 . (GA) 上 的 正 交 投 影 阵 . 
记 
P; = G(G*MG) GM, 
这 是 在 同样 内 积 下 向 .CG) 上 的 正 交 投影 阵 , 若 定义 
U = (G' MG) G'M — A, 
则 GU=Po—GA FEI. CCGA) £E -4 (G) A # IE Z +F z [8] 65 
正 交 投影 阵 ,因而 GU LERSE, 
r(GU) = r(P;) — r(GA) =k — r, 
W X=UGU. I] GX=GU ,这 表明 GX ti, E — 1 PE SS EE , 
r(X) = (GU) = £ — r. 
再 注意 到 
i G(A + X) = Po, (3. 5. 3) 
于 是 
r(G(A + X)) 一 r(G) = k =r + tk —.r) 
一 r(4) + r(X) = r(AÀ + K). 
(3. 5, 4) 
(3.5. 349 (3.5. 4) AW ,G(A+ X) S SE SSEEH GALAGA 
+X 有 相同 的 秩 . 据 此 可 推出 G 为 一 个 (4 十 X) . 再 利用 定 
理 5. 1.2( 因 为 -~(C) 一 r(4 十 X)) 知 加 为 一 个 (4 十 天 ?02 最 
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SX X (ERROR X=MN.E BH MEC, € Ce ox, 
CIRE A k~r. 必要 性 得 证 ， 

充分 性 设 4=MIN, 是 4 的 满 秩 分 解 ,其 中 Mec”, 
NEC > , 且 秩 缘 为 ,利用 (3.5. 2) 得 


N, 
A+ MN = (M. TON | 
是 A+ MN 的 满 秩 分 解 . 将 (4 十 MN)"'? 分 解 为 


Py | 
(A + MN)? = (Q, 1 Q) > |= QP, + QP, 
N, P, 
其 中 (@, 2) 为 | ta, |p | 为 CN EADAE, E 
c, g € ce P, EC" eect, 故 | 
N. i 
i jar, + Q,P,)(M, M) = Li. 
从 而 有 
N (QP, + Q.P. M, = i,, 
M IN (Q P, — @,P,)M N, = M N.. 
这 后 一 式 表明 
A(A + MN) PA = A, 
即 (4 十 WMN) 是 一 个 4 ，, 它 的 秩 等 于 4 十 MA WEE k. 定理 
证 毕 . x 
R T aE BS LAT AAR eR (11 ee IK. 
但 如 果 我 们 想 找 出 一 个 具体 的 11}- 道 ,下 面 的 方法 是 管 单 易 
行 的 . 
iZ AEC”*, 且 它 有 相抵 标准 形 
x P E uP 
lo 0! 
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` + 
这 里 p ec”, Q EC", BAM EE, r = r (A). 对 满足 
(3.5. DÉI & BK 


alte H.: 
容易 验证 ,G 是 一 个 A Hr =k. 
$3.6 BAA EZES AZ EH- 


HACC”. Ww L=. lA) M=. FA). BAM{E—A , 
A 4 和 44 RER i. PrN E 2. 6.2 和 推论 2.6.1 知 ， 


它们 都 是 投影 阵 , 且 | 
A A= P.A anra ays (3. 6. 1) 
AA = P “CAA a FAA e (3.6. 2) 
不 难 证 明 | 


‘(AA )= . KA), 
F CA A) =. F (A). 


再 记 
T =. (A A), (3.623) 
S =.Tr(AA ), (3. 6. 4) 
则 (3. 6.1) 和 {3. 6.2) 可 改写 为 
| A A= Pry. (3. 6. 5) 
AA = P,,s. (3. 6. 6) 


AE Seo A. TER LA M 是 完全 确定 的 .我 
们 的 向 题 是 ,对 满足 
L@S = c°, (3.6. 7) 
T@ M = C". (3. 6. 8) 
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的 两 个 子 空间 3 和 了 人 ,是否 存 在 4 使 得 (3. 6. 5) C3. 6. 6) 同 


时 成 立 ?等 价 地 ,使 得 (3. 6. 3) 和 (3. 6. 4) 同 时 成 立 ? 
为 了 回答 这 个 问题 ,我 们 先 证 明 如 下 引 理 : 
引 理 3. 6.1 (a) Ps sA=A<=.Z(A)C.S.. 
(b) APs s, SASOIA). 

i 注意 到 事实 
MPs s) = Sis 
《a) 的 证 明 是 容易 的 , 现在 证 明 (b). 因为 


“HT Ps .s,) = Y (P. .s y = Sa 
# 
APs s, = A, 
必 有 
AG — Ps s) = 0, 
于 是 


S, = wl 一 Ps .s,) CCA). 
R.A S.C. CA). JHH (3. 6. 9) 得 

= ACI ST Pss) =A— APs s,» 
引 理 证 毕 . 


(3. 6. 9) 


定理 3. 6. 1 设 ACC", =. (A) ,M=.A(A),S Hi T 
分 别 为 C" 和 C” 的 两 个 子 空间 , 且 满 足 (3. 6. 7) 31 (3. 6. 8). WJ 


满足 (3. 6. 3) 和 (3. 6.4) 的 广义 六 4- 具 有 如 下 形式 ; 


A = Py yA Prs + Uy — APAY, — AA”), 


(3. 6. 10) 


其 中 4… 为 任意 固定 的 一 个 广义 道 ,7 om Xn 任意 阵 ， 
证 明 问题 等 价 于 证 明 (3. 6. 10) 是 矩阵 方程 (3. 6. 5) #l 


《3. 6. 6) 的 公共 解 , 根据 引 理 3. 6. 1 ,得 
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忆 sA = A = AP; y. 
于 是 从 定理 3. 3. 34 A ECS. 6. 5) 和 (3. 6. 6) 有 公共 解 . 
再 结合 定理 3. 3. 4, 我 们 只 需 证 明 ` 
X = Py AP. , 
是 (3. 6. 5230 (3. 6. 6) 的 一 个 解 . 
事实 上 ,再 次 利用 引 理 3. 6. 1,48 
XA 一 Py A UP, sA = Py yAVA = Prus 
AX = AP; AP, s = AAP, s = Ps. 
这 就 完成 了 所 要 的 证 明 . 定理 证 毕 . 
从 实用 的 角度 看 , (3. 6.10) 并 不 简单 .下 一 个 定理 往往 更 
实用 一 些 . 我 们 先 证 明 一 个 预备 事实 . 
引 理 3. 6.2 i AEC, BEC”. I 
(a) AB(AB) A=A<—>r(AB)=r(A). 
(b) BC(AB) AB=B<>r(AB)=r(B), 
证 明 (a) 因为 ABCAB) 为 向 .HC(4B) 的 投影 阵 , 依 引 
理 3. 6. 1(a), 得 
| ABCAB) A = A—. (A) 二 .WH(AB). 
因为 .CAB)C. (A), EER EEF 
. (A) = A (AB) 
<r (A) = r(AB), 
(b) AA 
(AB) AB =P zuan apy. uaman, 


=P PUAT ae CAM)? 
利用 引 理 3. 6. 1(b) ,得 
B(AB)~ AB = B<—>. (AB) C. . (B). . 
注意 到 CBC. CAB) MER SF 
. CAB) = . XB) 
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<r (AB) = r(B). 
引 理 证 毕 ， 
定理 3.6.2 设 4EC PCC Qe C. E 
X = P(QAP) Q. 
则 X€ A{1}<>r(QAP)=r(A). 
证 明 充分 性 AW 
r(A) = r(QAP) <r(AP) < r(A), 
FE (AP) =r (A). H mE RY CC" #13 A= APY. 应 
用 引 理 3. 6. 2,48 
AXA = AP(QAP)- QA = AP(QAP)~ QAPY = APY = A. 
必要 性 A XEA{1}. Ml 
A = AXA = AXAXA = AP(QAP)- QAP(QAP)~ QA, 
因而 
r(A) <r(QAP) < r(A), 
必要 性 得 证 ,定理 证 毕 . 
注 吻 见 , 当 条 件 r(QAP) 二 r (4) 成 立时 ,EA{1} ,而 且 
满足 (XO CM PY, NXIDAO). 
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第 四 章 Moore-Penrose J” X i% 


XT ES A, ESAR T Moore-Penrose 广 
义 道 , 记 之 为 At, CE Penrose HE 

(1) AXA=A, 

(2) XAX=X, 

(3) (AX)* =AX, ` 

(4) (XA)* = XA : 
的 解 工 . 显然 ,4+ 是 一 个 4- ,因此 在 第 三 章 中 我 们 所 得 到 的 
关于 4- 的 所 有 结论 对 4- 也 成 立 .本章 将 系统 论述 4+ 的 进 一 ， 
步 性 质 . 


(4.0. 1) 


$4.1 存在 性 及 构造 


本 节 我 们 证 明 Moore-Penrose 广义 道 的 存在 性 和 了 唯一 
性 ,并 给 出 两 种 构造 这 一 广义 道 的 方法 ， 
定理 4.1.1 对 任意 AC C", F Moore-Penrose 3 
在 , 则 最 多 只 有 一 个 ， 
证 明 设 素 ,YE A{1,2,3,4), 则 反复 利用 Penrose 四 个 
方程 ,有 
X =XAX = X(AX)* = XX"A* =XX"A’X'A* 
=XX*A*Y*A* = X(AX)* (AY)* = XAXAY = XAY 
=XAYAY = (XA)" (YA)'Y = A‘ X‘A‘*Y'Y 
=A’Y'Y = (YA)'Y = YAY = Y. 
定理 证 毕 . 
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下 面 的 两 个 定理 给 出 了 构造 4 的 两 种 方法 ,一 种 是 基于 
A 的 奇异 值 分解 , 另 一 种 是 基于 4 的 满 秩 分 解 , 它 们 回答 了 
4+ 的 存在 性 问题 ， | 
定理 4. 1. 2 RAC 5 EË Zf 
> o. 
4=P|。 o2 ; (4.1.1) 


其 中 PEC" @ec™", Fy BR ,2=diag(a,,°+0,),0;> 
0 二 1 r |r=r(A). ij 
2 0 
4+ 一 | |e. 
g 0 0 


证 明 可 以 直接 验证 (4. 1. 27 右 端 满足 Penrose 方程 
(4.0.1) ,定理 证 毕 ， 
定理 4. 1. 3 BR ACC ARRAS 


(4.1.2) 


A= FG, ` (4. 1. 3) 
XE FEC™ GEC ,r=r(A)=r(F)=r(G). 则 
At = G" (F" AGF", (4. 1. 4) 


证 明 我 们 首先 证 明 F'AG" 为 可 逆 阵 . 从 (4. 1. 348 
F* AG" = F* FGG", 
注意 到 vr F* Fy=r(F)=r,r(GG')=r(G)=r, TE 2 EEF * F 
和 GG" SHAW. A F* AG 也 是 可 逆 阵 , 生 
(F" AG) = (GG*Y-i(F*F)-!, 
故 有 
G* (F° AG" IF’ = G* (GG") CFF) F, 
(4.1.5) 
不 难 验 证 ,上 式 右 端 满足 Penrose 方程 (4. 0. 1). 定理 证 毕 ， 
已 经 证 明 的 三 个 定理 表明 ,对 任何 矩阵 4,4+ 存 在 且 唯 
一 .我 们 把 这 一 事实 写成 如 下 推论 : 
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推论 4. 1.1 对 任何 矩阵 4,4+ 存 在 且 唯 一 . 
推论 4. 1.2 在 定理 4.1. 3 假设 下 
+ 一 (FG)+ 一 G+ F*. (4.1.6) 
证 明 事实 上 我 们 可 以 直接 验证 ， 
E 
= (F* F) F". 
于 是 从 (4.1. ee 1. 5) 得 到 (4, 1. 6). HEB. 
需要 指出 ,一 般 说 来 (4B)' 关 B+ At ,这 是 Moore-Pen- 
rose 递 与 普通 逆 和 矩阵 的 一 个 不 同 之 处 . 例如 


此 时 


但 是 
ara|; 由 
0 1 


下 面 的 推论 是 定理 4. 1. 3 的 特殊 情况 . 
推论 4. 1.3 1 aX+0,b0, i 


ba* 
le ile re 
推论 4. 1.4 设 axXQ, Mj 
a= 2, 
a'a 


最 后 一 个 定理 是 用 (1}- 逆 来 表征 Moore-Penrose i, 
定理 4.1.4 对 任意 矩阵 4， 
At = A’ (AA‘)~ ACA" A)” A’. 
84 


利用 定理 3. 2. 5 容易 验证 上 式 右 端 满足 (4. 0. 1) ,请 读者 
自己 完成 这 个 证 明 . 


§4.2 基本 性 质 


下 面 的 两 个 定理 给 出 了 为 * 的 一 些 基本 性 质 , 其 证 明 可 以 
利用 4* 的 定义 或 定理 4. 1. 2 推出 . 
定理 4.2.1 对 任意 的 矩阵 4， 
(a) 4 A BY, My AT SA+. 
(b) CA*)t =A. 
Ge) CA") =(AT)"* CAT = (At), 
(d) ië 
ar, # A 0, 
0, # A= 0, 


àt = 


则 
(AA)t= At At, 
| (e) # D=diag(d, ,*-: sda) Ti D* =diag(di ,** ,d+ )， 
注 ”定理 4. 2. 1 (c) SAN, A WH Hermite 阵 , 则 有 A- 也 
是 Hermite 阵 . | 
定理 4.2.2 对 任意 的 矩阵 4， 
(a) ASAA" (A*)* = (AT) A“ A. 
(b) At=A*(At)" A* =A‘ (At) 4+， 
(c) (A"*A)+=At(At)", 
(d) At=(A* A)TA’ =A" (AA")?*, 
k 
推论 4. 2. 1 假设 A= QUA. BA, 满足 
A'A =0, AAs = 0, 
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Hi — ity A 
At= > A. 
定理 4.2.3 RAEC" , 则 
(a) ATA, ,AAt ,1,—A‘tA 和 7, 一 441+ 剖 是 Hermite 358 
阵 . 
(b) -rCA)=+r(At)=r+(A 4A)=r(AAT ), 
r(I, — At A) = n—r(A), 
rd, — AA+) = m — r(A). 
(c) LATA, I,ZAA T ,这 里 ASB 表示 A 一 8B 之 0. 
利用 定理 4. 1. 2 容易 证 明 (a) 和 (b) 的 第 一 条 ,其 余 结 论 容 
易 从 (a) 推 出 ， 
根据 推论 2. 6.2, 在 标准 内 积 下 ,每 个 Hermite RIMM 
是 正 交 投 影 阵 ,于 是 ATA,AAT ,I,— AA fll 1, 一 AA1+ 都 是 正 
ERB EE. 
为 了 进一步 认识 44+ 和 4+4 的 本 质 并 获得 一 些 重 要 结 
果 , 我 们 将 对 这 两 个 撼 阵 作 进一步 深入 讨论 . 
REC 中 定义 了 标准 内 积 , 由 推论 3.4.1 知 ,向 Z CA) 
的 正 交 投影 阵 为 


P, = A(A'A)- A*, (4. 2. 1) 
aA. P, 与 所 含 的 广义 北 选 择 无 关 ， 并 利用 定理 4. 2. 2(d7 有 
P, = A(A"A)t A* = AA+., (4. 2. 2) 


TEER 44+ 为 向 .入 (4) 的 正 交 投 影 阵 . 结合 (3. 6. 2) 我 们 
得 到 
AAt = P eaat) raat): (4. 2. 3) 
综 上 讨论 ,我 们 可 得 到 如 下 定理 ， 
定理 4. 2.4 对 任意 ACC, 
86 


(a) AA*=P,. 
(b) (AAT) OV (AAT) =C. 
(c) (AAT) =A (AA* ) = (A). 
(d) —f(AAt)—= f CAA" )= MAT) = MA" ). 
(e) VCAAt) = ACA). 
与 上 面 的 结论 完全 相 类 似 ,向 — CA ) 的 正 交 投影 阵 为 
P.- = 4A'(A4A4')-A=A' (44')+ A = A+ A, 
(4. 2. 4) 
因而 
At À = P Z ATA. CAT A) * (4. 2.5) 
于 是 我 们 有 与 定理 4. 2. 4 完全 平行 的 结论 . 
定理 4. 2. 5 对 任意 AEC™*"， 
(a) AtA=P,y>. 
(b) ACA ADN (AtA=C" 
(c) (At A) = H(A" A) = (AT) = 0A"). 
(d) V(ATA) = V(A"AD=M(A). 
(e) NM)= H(A"' ). 
众所周知 , 当 APO Bape, 
I (PAQ) 1 = QAP“, 
对 {1}- 道 ,在 前 面 我 们 也 已 证 明 . 
QA P~ € (PAQ){1}. 
但 一 般 说 来 ,对 Moore-Penrose 3% , (PAQ)* Keeps. 
Rin. 然而 我 们 有 下 面 的 结论 : 
定理 4.2.6 ACC. 
(a) E PADIA mm fü n> > BE, 
(PAQ)* = 0-14+ P~ = Q'At P, 
(b) 若 P 和 分别 为 &Xm A IX>n EE, AE P*P=I,, 
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2° Q=I,. 则 
(PAQ" )* = QA* P*. 
本 定理 的 证 明 是 简单 的 , 故 略 去 . 
我 们 知道 ,正规 阵 可 以 通过 西 阵 将 其 对 角 化 . 因此 利用 定 
理 4. 2. 6 可 以 得 到 如 下 推论 ， 
推论 4. 2.2 in MEME 4 有 分 解 
À; 


A=U U`, 
0 A, 
EFU 29 nX n BE. HI 
ay 0 
At=U o, Ur, 
0 ar 


推论 4.2.3 BAH Hermite CSR (R EZKER), 


` Wl) At =A, 


注意 到 Hermite PEALE AL , FESR AY IE H 8 om 
1, 故 从 推论 4. 2. 2 立即 得 到 本 推论 . 

从 定理 4. 2. 4 和 定理 4. 2.5 ,我们 知道 ,一般 说 来 4 与 4+ 
是 不 可 交换 的 , 即 44+ 天 4+4, 但 对 正规 阵 却 不 然 . 这 就 是 下 


THEM: 
定理 4.2.7 车 4 为 正规 阵 , 则 
(a) AAT =ATA, 


(b) SH4E— BIRR k, (ADT = (A). 
”证 明 利用 推论 4. 2. 2, 证 明 是 简单 的 . 

$Z 注意 对 一 般 的 矩阵 A, (b) 不 成 立 ， 

定理 4.2.8 (a) Bt+A*—0<AB=0. 
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(b) AB+ =0<>AB’ =0. 
(c) BA=0< >A’ B=}. 
证 明 (a) 充 分 性 Ë AB=0, R] B' A" =0. Jj (B° B)* 
MAAN SPH BREIL 8 
| (B*B)* B* A* (AA*)*= 0, 
由 定理 4. 2. 24d), ERE A BY At =O. 
必要 性 2 BAT = 二 0; 则 
0 =B* BB+ At AA" = B° (BB*)* (At A)" A" 
=B*(B+)*B*A*(A*t)'A" 
=B" A' = (AB)", 
于 是 AB=0. 
用 类 似 的 方法 可 以 证 明 (b)? 和 (cc), 定理 证 毕 ， 


34.3 FRE A HX 


我 们 知道 , 若 同 阶 方 阵 4 5; BE ol. Re AB 也 
Ait, AFA (AB) =B A RR. (Xt Moore-Penrose 
道 , 乘 法 公式 

(AB)* = Bt At (4. 3.1) 
一 般 说 来 不 成 立 . 本 节 的 目的 是 建立 (4. 3. 1) 成 立 的 一 些 充 要 
条 件 . 先 证 明 一 个 引 理 ， 
引 理 4.3.1 7 ACC ™",XEC™",r(X)<r (A), 
XA=AtA, AX = AAt, (4. 3. 2) 
WGA X=A*. | 

证 明 从 (4. 3,2) 容 易 看 出 ,我 们 只 需 证 明 Be XAX 

二 .因为 
r(X) <ç (À) = r(AXA) < (XA) <r (X), 
89 


于 是 
r(X) =r(XA), 
(X) = (XA), 
故 存在 矩阵 ,使 得 天 KE4Fr, 再 用 XA ERG 
XAX = XAXAY = XAY = X. 
引 理 证 毕 ， 
定理 4. 3.1 RARU 3.1) 成 立 , 当 且 仅 当下 列 两 条 
件 同 时 成 立 | 
A+ ABB’ A' =BB'A", (4. 3. 3) 
BB* A* AB =A‘ AB. (4. 3. 4) 
证 明 充分 性 ”假设 (4. 3. 3) 和 (4. 3. DORRE. 用 8+ 和 
(AB) 433A ARA. 3. 3) 两 边 ,其 左边 变 为 
B+ A* ABB’ A" (AB)** = B* At (AB)(AB)" (AB) "`, 
(4.3.5) 
应 用 定理 4 2. 1(c) 和 定理 4. 2. 2(a) ,得 
AB(AB)*(AB)*” = AB. 
于 是 ,我 们 证 明了 
B+ At ABB" A*(AB)*” = Bt A*t AB. (4.3.6) 
再 看 (4. 3, 3) 的 右边 ， | 
B+ BB” A*(AB)** = (B+ BB*)A*(AB)** 
=B'A"(AB)" = (AB)* (AB")*, (4.3. 7) 
这 里 我 们 利用 了 B'BB'=P, B'=B'. 结合 (4. 3. 6) ,我 们 证 
明了 | 
B+ At AB =(AB)" (AB)"" = ((AB)* AB)" 


—(AB)~ AB, (4. 3. 8) 
现在 考虑 (4, 3.4). HAA Rise, 
B’ A" A(B*)*B" = B'A*A, (4. 3. 9) 
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用 (4B8) ”和 At SP SIZE AREAL. AEH 
(AB)" B*A*AB*” B` At 
=(AB)` `(AB) "AB" B* A+ 
=(AB)*” (AB)* ACBB*)* A* 
=(AB)** (AB)" ABB* At | 
=ABB+ A‘, (4. 3. 10) 
这 里 我 们 应 用 了 关系 
(AB)** (AB)* AB = (AB)*” (AB)* ((AB)")* = AB. 
而 (4. 3. OATES AOA RAB)" 和 4+ 之 后 , 变 为 
(AB)**B* A* AA+ = (AB)* 万 ' 4" 
= (AB)"* (AB)* = (AB(AB)t)* 
=AB(AB)*, (4. 3,11) 
这 里 应 用 了 
A*AAt = A" P, = A’, 
综合 (4. 3. 10) #1 (4. 3. 11) ,我 们 得 到 
ABB* At = AB(AB)*. (4, 3.12) 
另外 ,因为 
B+ A+ =B* BB+ At AAt 
=B* (BBt)* (At A)*At 
= B+ B+ B* A* At’ A" 
= Bt Bt’ (AB) At’ At, 
于 是 | 
r(8+ At) < r(AB). 
将 上 式 与 (4. 3. 8)、(4. 3. 12) 结 合 在 一 起 ， 再 利用 引 再 4 3. 1 便 
证 明了 (4. 3.1). 
必要 性 ”因为 
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(AB)* AB = P (np) 
故 
(AB)* (AB)(AB)" = (AB)*. 
若 (4. 3.1) 成 立 , 上 式 变 为 
B'A’ = B* At ABB‘ A". 
用 ABB’ BAH ERA AB BBY — B ' ,得 
ABB’ BB* A‘ =ABB*BB* At ABB" A" 
—ABB‘A* ABB’ A‘, 
JW. k 8 EE] 
ABB* (I — At A)BB'A` = 0. 
因为 了 一 4+4 为 半 正 定 Hermite 阵 , 故 从 上 式 可 推出 
(i — At A)BB’* A" = 0, 
这 就 证 明了 (4. 3. 3). 
完全 类 似 地 ,可 证 明 (4. 3.4). 定理 证 毕 . 
推论 4.3.1 乘法 公式 (4, 3.1) 成 立 , 当 且 仅 当 
CBB" A*) aA"), (4. 3.13) 
AC(A* AB) C. AB). (4.3. 14) 
证 明 FR) AE C4. 3. 3 4. 3. 4) 459 (4.3.13) A 
(4.3. 14) 等 价 ,因为 
A'A= P ¿ata 一 到 ia 
BB* = P ping = Poa. 
于 是 
At ABB'A* =P.,a* BB" A" 
= BB" A‘ < 一 (4.3.13) 成 立 ， 
BB+ A’ AB =P pp, A" AB 
=A* AB<= (4. 3. 14) 成 立 ， 
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推论 4. 3.2 4 AtABB’ Hl A* ABR* &Y Hermite 阵 , 则 
乘法 公式 (4. 3, 1) 成 立 . 

证 明 若 At ABB" 4 Hermite 阵 , 则 

A*t ABB* = BR" (At A)’. 
用 4" 右 乘 上 式 , 得 
At ABB“ A" = BB' (At 4) 4 = BB'A'. 

即 (4. 3. 3) 成 立 ， 

Æ A* ABB* 为 Hermite EE , Ml 

A’ ABB* = (BB+ )* A*A = BB+ A'A. 
H BARER, 4 
BB* A* AB = A*ABBt B = A" AB. 

这 就 证 明了 (4. 3. 4). 根据 定理 (4. 3. 1) ,于 是 (4. 3. 1) 成 立 . 定 


$4.4 (Atbde")* 


设 4EC" BEC" ,cEC EAN A+ be’ HER HIE 
iE (rank one modified matrix). 此 名 称 的 含义 是 明显 的 . 本 
节 讨 论 这 样 的 矩阵 的 Moore-Penrose 道 的 表达 式 . 
E 
u = (I — AAt )b, vw" = c" (I — At A), 
w= 1 + c*At b, g = À b, 
h* = c* A+, 
引 理 4. 4.1 Av” =0.u* A=0,a°b=1,0tc=1,3% Bo 
#0. | | 
证 明 利用 推论 4. 1. 4, 容 易 证 明 这 些 事实 . 
引 理 4. 4. 2 
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A u 
r(A + be* > =r — 1. 
v 一 w 
证 明 因为 
A+ bc" Pier 0; A ae 有 11 I N 
0 — 1 h llo — wlio ille ii’ 
于 是 
- Á u 
(A+ be) + 1= | ` 3 
— wi 
引 理 证 举 . 
定理 4. 4.1 


(a) # u+0,0 0, WJ 
(A + be*)*+ = At— gut— (hut )” + wy" u T 
_ : (4. 4.1) 
(b) # u=0,v 40,w=0,Ml 
(A + be*)*= A*— ggt At— (o" )t h. (4.4.2) 
O) Hu=0,w~O, Ml 


(A + be )* = At + $ og" 41 一 Ep qr, (4.4.3) 
上 


其 中 
1 2 
p 一 一 | lel v+g]， 
i 2 
a =- (HEE eat as]. 
a = |ie] vi? + lw t- 


(d) # u=0,o =0,w=0, M] 
CA + bc" )*= At — At hk — put. 《4. 4. 4) 
(e) Bu =0.w+0. M] 
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(A + bet t= A++ LAt hu' — “pigs, (4.4.5) 
w oy 


其 中 


2 


' llu 
P= | wW 


b'g +), 
W 
a, = |B| luel + pæl’. 
(f) # ux0.v =0,zo=0, ll f 
(A + bc*)*= At— ggt At — A* hht + gt At (h" >t gh’. 
| (4.4.6) 


At hh 十 g|， 


= 


ges) 


证 明 i M=A+be’. | | 
(a) H XERA. 4.1) 的 右 端 ,利用 引 理 4.4, 1 WR c" g 
=w—1,b—Ag=u,h" b=w—1filv* =c" —h* 4A, 可 以 证 明 
MX, = AA + uut, 
X M = At À + wt. 
据 此 不 难 验证 X BES E Penrose 方程 ， 
Ch) 记 巨 :为 (4.4.2) 的 右 端 , 类 似 于 (a), 注 意 到 对 现在 
的 情况 ,w 一 0,w 一 0, 可 以 证 得 
MX, 一 44+， 
X,M 一 4+ À — gegt+ow,t 
根据 这 两 个 关系 ,可 以 验证 ,于 : 满 足 Penrose 方程 
(c) jÉ RAG. 4. 3) 的 右 端 . AA u=0,#k b€ AA), A 
而 Z (M)C- (A). Fw HORS BBS. 4. 259 
r(M) = r(A), (4. 4. 7) 
从 而 有 
AM) = CA). 
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依 定 理 4. 2. 4 有 


MM: = P, = P, = AA-， (4. 4. 8) 
IB gi AA* =q; ,因而 
X, MM- = X,AA*= X,, (4.4.9) 
# AE UE BA 
M+ M = XM, (4. 4. 10) 


WAHA 4. 9) 有 
X, = ¥,MM* = M+ MM+— M". 
于 是 ,问题 归结 为 证 明 (4. 4.10). 
为 证 (4. 4. 10) ,我 们 证 明 
M+M= At A — ggt+ pipt, (4.4.11) 
X,M = At A — ggt + pipt. (4. 4. 12) 
记 (4, 4. iDEA Q. 因为 M M S [8] f (MT )=.Z (M ) 
上 的 正 交 投影 阵 , 故 我们 需要 证 明 Q ACM) E. WJ IE Xë 
投影 阵 . 
首先 ,容易 验证 OARS. AACE Hermite 阵 , 故 它 
一 定 是 正 交 投影 阵 . 于 是 
r(Q) =tr(Q) = tr(A* A) — tr(gg*) + trCp pi) 
=tr(A* A) — r(ggt) + r(p.pt 2 
| =tr(At A) =r(A* A), 
这 里 利用 了 gg* 和 pp BERILAR BELI E AAW 
等 阵 . BEA AA (4.4. 7), 8 
r(Q) =r(At A) = r(A) = riM). (4. 4. 13) 
但 直接 计算 可 知 
MO = M>QM' = M "`, 
因而 
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(M ` ) CAQ. (4. 4.14) 
ee & (4.4.13)48.. (M ' ) = -@(Q). Ai Q 为 向 a (M ° )= 
_N(M1+) 上 的 正 交 投影 阵 , 这 就 证 明了 (4. 4.11). 

再 证 (4.4. 12). AA A Ag 一 g， 


一 -一 ] 


gq b —=1 — 0w ， 
q'A + c* = =le ly ++, 
于 是 
X,M =At À + = vg" 一 E pga 一 pe — > pe" 


一 4 A+ = vg" -Fp A +e) 


74) 2 
-A*A + dog? Ep [s — lel: ' 


G, w 
再 利用 | 
u= — wlgsl pr + g)» 
1 _ lw? oie 
ell? Pa lgl? 
得 到 


wl aoe ee 1 š 3 
X,M 一 4 A+ = 0g" + lel??? + pipi 


=A*A— gg + pipi ° 
在 最 后 一 等 式 ,我 们 利用 了 


L 1 1 
= v + z — ’ 
z” fia ib 
ge*= 288" 

llell? 


(4. 4. 12) 4B iE. 
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(d)#ll Ce) PY UEFA E E FI 
(M')*= (M `)", 
而 从 
M" = A" + ch" 
P E u Alo 的 定义 可 知 , 对 M's ORRERI. FRR M° 
可 应 用 (4. 4. 2), AI a IR PE BY FG (4.4.4). 类 似 
地 ,利用 (c) 可 证 明 (e). 
(f) 我 们 先 证 明 


MM: = AA*—hh', (4.4.15) 

M+ M =A > A-— gg’. (4.4.16) 

JR EVE FA, AA —hh* fl A‘ A— gg #02 Hermite HSK, [8 
此 都 是 正 交 投影 阵 , 故 


r(AAt— hh*) = tr(AAt— hht) 
=tr(AA') — tr(hh* ) 
=r(AAt)5 — r(hh') 
- =r(A)— 1. 
同 理 可 证 得 
r(A' A— ggt) = r(A) — 1. 
对 现在 的 情况 :n= 二 0,v =0,w=0, FEMS FEA. 4. 2 可 得 
r(M)=r(A4)— 1. 


因而 我 们 证 明了 
r(M) = r(AA' — hh*) = r(AtA — get), 
(4. 4. 17) 
直接 计算 可 验证 
| (AAt— hh')M = M. 
M(A+A — gg) = M. 
BX 
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ALM) (AAT — hh’), 
(M) C ACATA — ger). 
结合 (4. 4. 17) ,我 们 得 到 
(M) = A (AAt— hh*), 
ALM") = CATA — og). 
从 而 有 | 
MM: = P, = AA — hht, 
MM = Ps: = AtA — ggt, 
这 就 证 明了 (4.4.15) 和 (4. 4. 16). 
用 无, 记 (4.4 6) 的 右 端 ,利用 (4 4. 15) 和 (4.4.16) 分 别 
得 到 | i ! 
X,MM* = X,(AA*— hht ) = X,, 
X,M = A*A— gg* = M+M, 
于 是 | 
M> = (M+ M)M* = X,MM* = X,. 
定理 证 毕 . | 
推论 4.4.1 若 b€E.A(4),cEACA&'), 则 


(A + bet )t= A+— iat be* A’, 
Ep w=1 +e" Ath. 


证 明 KADEA n= 0,1 EAA 0 = 
0, 应 用 定理 中 (c) 和 (e), 可 得 所 要 结论， 


$45 正 交 投影 阵 与 线性 流 形 


本 节 的 目的 有 两 个 ,其 一 是 利用 Moore-Penrose J“ Xi 
对 正 交 投影 阵 做 一 些 更 深入 讨论 ,给 出 两 个 子 空间 的 和 空间 
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与 交 空 间 上 的 正 交 投 影 阵 的 表示 ;其 二 是 用 正 交 投影 阵 研 究 
BLA MAC 的 子 空间 ,Pi 和 Pw HRA LAM 
的 正 交 投影 阵 . 
引 理 4. 5. 1 


P 
(P, ; + Puy = oe | P, + Pad. 


M 
证 明 AREA. 2. 2O R P, 和 Pu $H Hermite 
Ae SE ,结论 容易 得 证 . 
定理 4. 5.1 
Pay = (P, + Pu) (Py, 十 Po)+ 一 (P + Pu) (P, + Py). 
证 明 AA LAM=. CP, 1 Pu). 利用 (4.2.2) 和 引 理 
4. 5. 1 得 , 
Piyu = Pir, :py =(P; 2 Py) (CP, £ Py)" 


' 1 P, 
Fs PNI | a (P, + Pu). 
iu 


因为 Pi All Pu BA Hermite RAK, 1k 
Prin = (P, + Pu) (Pr + Pi)  , 

第 一 个 等 式 得 证 . 再 由 Pi 十 Pu 是 Hermite 阵 以 及 对 Hermite 
ËF 4, 有 44 一 4+4, 第 二 个 等 式 得 证 . 

定理 4. 5. 2 

Prom = 2P, (P, + Pad? Py = 2Py CP; + Py)? P, 

(4.5. 1) 
证 明 因为 MCLIM RA 
P, Pu = Py = PvP, u. 

利用 定理 4. 5, 1， 
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(P, + Px)(P, + Pad” Pu 
=Py = Pu(P,, + Pu)" (P, + Pu). 
SAR AL 36 f Am HPS Pu (P. + P) Pw 得 
P, (P, + Pa)! Pu = PulP + Pad? Pis 
这 就 证 明了 (4. 5.1) 的 第 二 个 等 号 . 记 (4. 5. DAERA 
五 , 则 有 .tH)CLNM, 于 是 
H =PnuH 
=Pny(P (P, + Pwd? Py + Pu CP. + Pu)* Pi) 
=P, xP CP. + Pa)? Pu + PinuPulP; + Pu)? P. 
利用 严 nxy 严 一 PinwyPrznwPw 一 Pnw 以 及 定理 4.5. 1 ,得 
H=PnutP, + Pu)+ (P, + Pw) 
=PinvPirw 
=Pinx, 
最 后 的 等 式 是 因为 L 门 MCL 十 MM. 定理 证 毕 . 
现在 讨论 第 二 个 问题 , 先 引 进 线 性 流 形 (Linear 
manifold ) 的 概念 ， 
设 xoEC",S HO 的 一 个 子 空间 ,我 们 称 集合 
Xo + S= {xo + yy € S) 
为 C" 中 的 一 个 线性 流 形 ,简称 流 形 . HF a € S. x +S=S, 
因此 , 子 空间 也 是 流 形 ,但 流 形 不 必 是 子 空间 . 
容易 证 明 ,两 个 流 形 之 和 仍 为 流 形 , 即 xo yo EC’, SLMS, 
为 C" 的 两 个 子 空间 , 则 {xo 十 S1} 十 {yo 十 Ss} 也 是 流 形 . 车 两 个 
流 形 的 交 是 非 空 的 , 则 它 必 是 一 个 流 形 . 这 个 事实 的 证 明 较 麻 
烦 , 我 们 先 证 明 一 个 引 理 ， 
设 44 为 mxXn 阵 ,S HC 的 一 个 子 空间 , 记 
AS = {rx:x = Ay,y € S}. 
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ÉE C" 的 子 空间 . 
引 理 4. 5.2 i L # M 1 C" 的 两 个 子 空间 , 则 
(a) LAM = (P, $ 0). (P, : —Pu) 
一 (0 ; Pu) (Pi i — Pu). 
(b) LNM=. r (P, +P. ). 
(c) LAM=. (UPL P =. VU P.P). 
证 明 (a) BAR KE LN Mend u,v CC’ ,使 得 


x= Pu = Py 


u 
«>x = P,u (P! — Pu) = 0 
v 


= 0 


i 

或 x= Pw (P, : 一 Pi|。 
i l“ 

cox = (P, i 0)| |. |E CP, i — Pw) 
Yy Le! 


u 
或 = 一 ciPo| |， | Je. rei — Pw) 
: v g; 


<—>L N M = (P, 1 0). F (P, + — Pu) 
=(0: Pad (P, 1 — Pu). 
(b>) FxElL. MW 
P, x = Pux = 0. 


即 
xE. rP + Pul). 
HX. # - 
x€ VCP, + Pu), 
. 则 
Pix + Pyix=0, 
即 | 
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(I — Px + (1 — Pydx = 0, 
也 就 是 
2x = Pix + P xx. ' 
Bi aq AE f 22202 IPSI Pux 8 
2||x | < [Pix] + Pull < 2lixil. 


于 是 
IP,x|] = |xl = Puxi, 
这 就 证 明了 
Pix = x = Pux, 
因此 xe LOM. 


Cc) KrELNM, MI 
x = P,x = Pyx = P,P yx. 


因而 

re ANT — P, Pu). 
友之 , 若 

x € “EE — P,P), 
则 有 

x = PPyx € L. | (4.5.2) 
另 一 方面 AA 
x = Pux + Pux, Pux | Pux, 
所 以 
[Pux + Puxi = ixl? = IP, Pux|2 < |P,xil:, 
于 是 | 
Puix = 0, 
这 就 表明 x € M, AM x= Pux. 从 《4.5.2) 我 们 有 
x= P,x € L, f 
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于 是 第 一 个 等 式 得 证 . 由 上 和 M 的 对 称 性 知 第 二 个 等 式 也 成 
Z. 引 理 证 毕 . 
定理 4. 5. 3 itx fiy AC PHATE. LAM AC 
中 的 两 个 子 空间 , 则 两 个 流 形 的 交 
{x +L} 1 ty + M; (4. 5. 3) 


x — y € ZL + M. (4. 5. 4) 
4 (4. 5,.4) 成 立 , 则 
Cad (r+ L} 门 17 十 内) 一 xx 十 PR 十 Pr)+(y 一 x) 十 (开门 
M). 
(b) (aH NQ iy tM) =x P Pul) PuL Cy —x) + 
(LNM). | 
(c) (x+L) N (y+M)i= x+ (I—PuP,.)tPui (y—x)+ (Z 
NM). 
证 明 RG 4.5. DIES 4AM SE e € L,o € M. 
使 得 
x+u=y+v, 
即 x—y=—-—a+vELt+M. 
(a) z€ (x+ I.) N (yt M) 3 u,vEC ,使 得 
z=x+P;u= y+ Pu (4.5.5) 


<= (P, : 一 Po = y—x, 
因为 (4. 5. 4) 成 立 ,故此 方程 组 是 相 容 的 ,于 是 , 它 的 通 解 为 


u 
š =(P, 1 — Pu) (y — x) 


+ (I — (P, i — Py) (P, : — Pu) 
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P, 


haga 


+ (I — (P, 1! — Py) (P, 1 — Pade. 
代入 (4.5,5), 得 


CP, + Pa)" Cy — x) 


-z =x + (P, : o|” 
v 
=x + P,.(P, 十 Po)+ (y — x) 
+ (P, 10) — (P, 1! 一 Po (Pit — Put. 
结合 引 理 4. 5. 2(a) ,我 们 证 明了 
z€ (x+ L, N {y+ M); 
— z = x + P, (P,.+ Py)? (y — x) + (L r! M>. 
(b) #4. 5. 5) 改 写 为 
Piu — Pyory— x, 
用 P, A LAR i. 458 
PuPu = Pu: (y — x), (4. 5. 6) 
上 式 等 价 于 
(Pit + PuPu = PuL(y — x). 
显然 ,这 个 方程 组 是 相 容 的 ,其 通 解 可 表 为 
Pu =(P, + Pyl)* Pu: (y — x) 
十 (了 一 《Pi 十 Po) (Pit + P, ))£, 
也 可 写 为 
Piu = (Prl + P, t Pur (y — x) + VCP A + Pu. ). 
利用 引 理 4. 5.2(b), 得 
P,u = (Pit + Pu-)t Pi (y — x) + (L ñ M>, 
代入 (4.5.5),(b) 得 证 . 
(c) 将 方程 (4. 5. 6) 改 写 为 
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Uo — PyP,) Pu = Pui (y — x), 
显然 , 它 的 通 解 可 表 为 
Pu =U — PyP,)* Put (y — x) + OU PuP 1) 
= (I — PyP,)* Pu (y — x) + L r M. 
这 里 应 用 了 3 引 理 4. 5. 2c) CARA. 5. 5). COS iE. 定理 证 毕 . 
”根据 xz,y 和 工 ,M 在 问题 中 的 对 称 性 ,由 定理 4.5. 3 不 难 
获得 如 下 推论 ， 
推论 4. 5. 1 在 定理 4. 5. 3 的 假设 下 , 若 (4. 5. 4) 成 立 , 则 
Ca) (x+hL} Y {y+M}=y— Py (Pi t+ Pw)? (y—x)+ (LN 
M). 
Chix tL} N (y+ M}=y— (Pi + Pat) Pri (y—zx)+ 
(LYM). 
Olr H li y+M) =y— UP Py)! Prt (y—x)+ (I 
NM). i 
定理 4. 5. 3 和 推论 4. 5. 1 表明 ,车 条 件 (4. 5.4) 成 立 , 则 两 
个 流 形 的 交 也 是 流 形 ,我们 把 这 个 事实 归纳 成 如 下 定理 ， 
定理 4. 5. 4 设 x,y AC 中 的 两 个 向 量 , 寺 和 ad 为 C 中 
的 两 个 子 空间 , 若 x 一 ?扣子 十 M, 则 
‘thin (y + M) 
为 一 流 形 . 
在 流 形 x 十 7 中 ,x 不 是 唯一 的 . 即 3 y 关 x 使 得 
x + L = y + T.. 
事实 上 ,Y ue L, y=x+u, ERR 注意 到 
x+ L = (x — Pix) +L = P,,x + L, (4.5.7) 
而 x= PL x | L. RIE x* 十 艺 的 这 个 表示 称 为 正 交 表示 ， 
推论 4. 5.2 设 I 和 MM 是 C" 中 的 两 个 子 空间 , 且 
x€ Li, y€ M. (4.5.8) 
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若 {x 十 LL} 门 {y 十 M} 非 空 , 则 定理 4.5.3 和 推论 4.5.1 给 出 的 
{x 十 荆门 {y 十 MM} 的 前 两 种 表示 都 是 正 交 表示 . 
证 明 这 四 种 表示 都 具有 共同 形式 
{二 LN {y+ M = z+ (LN M>, (4.5.9 
因此 ,要 证 明 (4. 5. 9) 是 正 交 表示 ,只 和 需 证 明 
Pinwz = 0. (4. 5. 10) 
定理 4. 5. 3(a) 的 正 交 性 证 明 : 对 这 种 情形 
z = x + P,.(P, + Py)? (y — z). 
AACL DMC Li +M-,B E 4. 5.8) 
Prout = 0, Pinay = 0. (4.5.11) 
利用 
Pinw(P + Pydt = (P, 十 PW Pin 
和 : 
Prom = PiPinw = PinmPr 一 PvPrnu = PinuPu 
以 及 (4. 5. 11) ,我 们 得 到 
Pramz =Pinwx + P. P. (P, + Py)* (y — x) 
= Pinux + (P, + Py>* Pinu (y — x) 
=). 
这 就 证 明了 定理 4. 5. 3(a) 给 出 的 是 正 交 表示 ， 
推论 4. 5. 1C6a) 的 正 交 性 证 明 :; 用 完全 类 似 的 方法 可 证 明 
这 一 结论 。 
定理 4. 5. 3(b) 的 正 交 性 证 明 :对 这 种 情形 ， 
z = x + (Pl + Puty Py: (y — x). 
因为 
Prom (Pit + Pu: 71 = 0, 
结合 (4. 5. 11) ,我 们 有 
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Pinuz = Pinmx + PinuaPit + Put)” Put Cy — x) = 0. 
推论 4.5. 1(b) 的 正 交 性 证 明 : 若 (4. 5. 8) 成 立 , 利 用 定理 
4.5. 1 得 ， 
y— x =P;l, yL (y — x) 

=(P + Pui) Pr- + Pu: )(y — x), 

整理 即 得 
x+ (P, + Py! Pai (y — x) 

=y — (Pit + Pu: )Y* P,Ai (y -- x). 

推论 证 毕 . 


$4.6 展开 定 理 


设 4 为 任意 矩阵 ,本 节 要 讨论 的 4!' 的 展开 定理 ,就 是 
通过 只 包含 4' 或 4" 和 4 的 有 限 项 乘积 或 无 穷 级 数 来 表示 A, 
这 包括 Lagrange-Sylvester 公式 , Neumann 型 展开 和 Neu- 
mann-Euler 展开 . 

1. Lagrange 型 展开 

设 .f(x) 为 不 高 于 上 次 的 多 项 式 、 

Alr) = a, + az + += + ape’. 
X} n BRA A, E X. 
SMA) = aol + a À + "+ a, Aš, 
E A 相似 于 对 角 阵 , 即 存在 可 道 阵 @, 使 得 
A = QAQ …， 
其 中 A=diag(ÀA r, rAd, Oe OA’ 为 4A 的 互 不 相 


同 的 非 零 特 征 值 , 重 数 分 别 为 mw…vriyr 一 r(4) 一 Dr. 则 
SA) = Qf MO. 
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注意 到 A'A 的 全 部 非 零 特 征 值 为 Ate A? RE He. 7. 1, 存 
在 Hermite EER Pj;,i= 二 1,…,t ,使 得 


A*A = SNP,, (4.6.1) 
这 里 P. 满足 u | 
P:P; = 0, í > J, (4. 6. 2) 
I = SP, (4. 6. 3) 
+E 7 
fiL A'A) = SP, 
2 T 


ga) =[[a-— 25, 
i 二 | 


Si 
利用 (4. 6. 2) 和 (C4. 6. 3) ;不 难 证 明 
BLAA) = AARP: ¿= 1,-" st 


于 是 


将 此 式 代 入 (4" 4)- 的 谱 分 解 
(A"A)+ = Dier, 
中 ,得 到 7 
; [| (47 4 — 21) 
jei 
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|| AtA — DD 
t= < iA‘ = art 2 pte A’ 
A'= (A: A) 2 “Tass 
(4, 6.4) 
这 就 是 A AY Lagrange 型 展开 ,也 称 为 Lagrange-Sylvester 4 
式 . 
从 前 而 的 讨论 知 , 展 开 式 (4. 6. 1) 并 不 要 求 4 是 方 阵 ,于 
是 我 们 证 明了 如 下 定理 . 
”定理 4.6.1 BAHE SEREA HAAR 2 BË 
AEA EAR. 则 A’ 有 展开 式 (4. 6. 4). 
2. Neumann 型 展开 
设 AEC”** 有 如 下 奇异 值 分 解 : 


A 0 

A=Pr|, Na (4. 6.5) 

HP PA OSE A m X m Alun Xn 凋 阵 ,A 一 diag (4 ,*… ,外 )， 
A7>20,:=1,: t FA 的 奇异 值 . 记 


c = max (Ate AP), 
定理 4. 6. 2 ik0<a<2/c, M 


A' =a d, — aA’ AA". (4. 6.6) 
要 这 
证 明 由 (4. 6. 5 得 
| Aš 01 
AA =o] Ry 
0 9/2 
于 是 
r A 0 £ 
(d, 一 aA* Ay = na | t 
Q | o o2 
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[Ae oA 
alf, 一 Ci A)‘A* =aQ| 1. = A 0 | | 


0 0 
=QD,(a)P", 
其 中 
D,(a) = diag(Cat ,.. dt, 
ge fa, sn 
0, i> ft, 
于 是 


£=0 &=2 


为 了 此 级 数 收敛 ,我们 要 求 


< £, i = ] yi, 


这 等 价 于 w<<2xc. 于 是 从 (4. 6.7) 和 (4. 6.9) 我 们 有 
a STU, 一 cd AY'A" 


4=6 


of Soir -al 人 ea 


定理 证 毕 ， 
从 定理 证 明 过 程 容易 推出 如 下 事实 ， 
推论 4. 6. 1 HO<e<2/c, Il 
At= a STA’ (I, — aAA* )*, 


推论 4 6. 2 FA Tit o<a<+, my 


A! =a))A‘(I,, — AA") 
&=0 


> a = ay d 一 ak) = + ¿= lyse 
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=a >) Ud, — aA’ AYA". 
&=Q 


用 类 似 的 方法 可 以 证 明 
定理 4. 6.3 i ACC”, M 
At = SYA‘, + AA‘) 


k=) 


= Sa, + A‘A)“*A’, 


&=1 


3. Neumann-Euler 展开 
定理 4.6.4 设 4EC"x",0<a< 过. 记 


A£ =a( 1, + U, — aA" ADJ 


x Tu. + U,~ aA" a)" ]} a", 
则 
ja*— Az l < max CO" 
iX BIA, ARE 4 的 谱 范 数 . 
WEBA 利用 Euler 恒等式 
(1 十 ota + z”) = Su, 


` kmg 


于 是 
el 
U, + Ud, — eA* AT], + G. — aA* A)” 


k=1 
3 一 ! 


=>), — @A* AD. 


kæ 


结合 定理 4, 6. 2, 我 们 有 
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At— A} =a 9, G, — aA" A)*A* 


aaa? 


=Q S1D,(a)P* , 


这 里 D, Ca) B S MLC. 6. 8). 由 谱 范 数 的 相 容 性 ( 见 8 2. 9) 
得 
||A~— A; ||; =çe|| Ql, li S 7 D,(e)ll: |P ' ll 


(1 一 al)” 
Sy iss 


= max 
定理 证 毕 . | 
94.7 连续 性 问题 
E ACC, ES Cn. BEAD ANP RARE 
动 . 若 
lim (A +E) = At (4.7.1) 


成 立 , 则 A 是 4 的 元 素 的 连续 函数 ,简称 4* 是 连续 的 . (B 
是 ,一 般 说 来 4 并 不 是 连续 的 , 下 面 是 一 个 简单 例子 , 例如 


1 O 0 O, 
a=] z E=| lig e> 0, 
€ 


o 0! 0 
BR 
Pen! x: 
0 0 
1 O) 1 
CA + E>t = | =|; mA 
0 € 0O e-! 
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Ë Wlim (A+ EB)” 根本 不 存在 .但 是 ,者 


s= |“ if 


0 0 
则 当 e— OB, 
a +H O! | 1 | 
E += — = A+, 
yee 0 jj 0 D, 


注意 这 两 种 情况 的 差别 . 对 前 一 种 情况 ,~(4 十 殖 ) 盖 7(4), 而 
对 后 一 种 情况 ar CATE) =r (A), 对 这 个 特殊 例子 观察 到 的 事 
实 , 对 一 般 情况 也 是 对 的 ,这 就 是 下 面 的 定理 ， 

定理 4.7.1 (Stewart,1969) | 

lim(A 十 吾 )+ 一 4+， 

< 一 五 接近 于 零 时 ( 即 人 Bl 一 0 时 )7(4 十 殖 ) 一 r(4) 总 成 立 . 

为 了 证 明 本 定理 ,我 们 需要 如 下 三 个 引 理 . 

引 理 4.7.1 i ACC", r(A+E)=r(A), 

14+ HEl, <1, 


IA +E) | STF ER 


证 明 AA r(A+E)=r(A), FE A+ E 和 A 有 相间 个 
数 的 非 零 奇异 值 , 设 为 个 ,分 别 记 为 


qi 之 … 之 


(4.7.2) 


Ai = = = fx. 
于 是 利用 定理 2. 10. 3 得 
A Z G, — ||E||,. ， 4-7-3) 
注意 到 
g, = app? £ = 
|A* ||, (A + B)* ||, 
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IEA (4, 7.3) 整 理 即 得 (4. 7. 25. 证 毕 ， 
引 理 4. 7.2 设 A4EC"*", 记 B= 二 4 十 E. 则 
(a) Bt —A*t =—B* EA~ +B* (I n— AAt) 
—U,—B'B)A*. 
(b) Bt —A*=—B*EA*+B*B* E` (I,,—AA*) 
—(1,—B'B)E* At At. 
(c) Bt —A* |< (WAT i+ |B* IDLE. 
证 明 (a) 的 证 明 是 容易 的 .譬如 将 左 端的 A BEA 
端 ,然后 验证 右 端 是 B+. 
(b) 利用 4*44+ 一 4 , 则 有 
B+ (z, — AA+) = B+ BB* (I, — AAt) ` 
=B* (BB*)* (I, — AA+) 
= B+ B" B' (I, — AA+) 
=B" B’ (A" + E: )(I, — AA+) 
=B* B+ E* (I, — AA+). (4.7.4) 
利用 BBB’ =B" , 同 法 可 证 
(I, — B* B)A*= (I, — B+ B)E’ At "A+, (4.7.5) 
将 (4. 7. 4) 和 (C4,7.5) 代 入 (a), 便 得 到 (b). 
Co) 将 (b) 的 两 端 取 范 数 , 并 利用 
|n — AAt ||, < 1, 
I 一 Bt B|, < 1, 
我 们 得 到 
IB+— A* ||, SIB HEIA lle + Na+ |š|| |, 
+ ||A* |iz||E ||; 
SB lA ||, + B+ I + IAT DIE]! 
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<Š iAH + Bt DIE. 


引 理 得 证 . 
引 理 4.7.3 设 AEC*,r(4) 二 之 min (m,n), 若 
r(A+E)>r(A), Ml - 


1 
A + E)* ||, =Z rer 
ICA + E+ ||; [Ell 


WA We r(A+BE)=2>r(A=k. NAMB t 个 奇异 值 
4 一 0, 而 ATE RR t 个 奇异 值 w>0. 根据 定理 2. 10. 3， 
4 < |El 
RA | 


1 
IEll;' 


I(A+E)* |, = 1 > 
pa 


B|38 ur H, 

定理 4. 7. 1 的 证 明 ; 

必要 性 1 AGCC"™*,r(A)=min(m,n), MW rCA+E) 一 
rCA) ARIZ. E A= Casan) 4 rC'A)= En, B. A HBT ë 
列 线性 无 关 . 记 E= ee) 容易 证 明 , 当 ls 充分 小 时 ,a 
+a a, +s 仍然 线性 无 关 , 故 r(A+E)Sk=r (A). 

r(A+E)>r (A), f 3| 4.7.3, 4 El: 一 0 时 ， 
上 (4 十 吾 广 用 一 2 必要 性 得 证 ， 

充分 性 ” 设 r(4 十 五 ) 一 r(4), 当 | 吾 | 充分 小 时 ,有 

la+ laltEll < 1. 

h S| S84. 7.1 (A+ E) t ||, ER. EE H3|#84.7.2(c), ee 
得 证 . 

推论 4.7.1 设 4EcC"*" 为 列 满 秩 ( 即 r (A) =n) RA 
秩 ( 即 r(A) =m), Ill 
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lim (A +E)t= At, 
即 列 满 秩 或 行 满 秩 矩阵 的 Moore-Penrose F” Mitt WES 
性 . 
推论 4.7.2 i Accam, 
lim(A + EB)! ee Go 
. A A REA Ae EE. 
$ 若 4 可 道 , 当 五 充分 接近 于 零 时 ,4 十 马 也 一 定 可 
Ut, FECHE) REE. 
定理 4. 7.1 表 明 , 只 有 沿 著 能 够 保持 4 十 EE 与 4 具有 相同 
秩 的 路 径 使 E>0, 才 能 有 
lim (A + E)* = At. | 
于 是 当 r CA...) =r<min(m,n), ARR SEE. 事实 上 ， 
APER IES, ATURE 五 ,使 得 
| r(A + E) > r(A). 
这 个 事实 的 证 明 如 下 : 
记 A= (a, a); 不 妨 设 a1,… a, 线性 无 关 . 任 取 向 量 
b€ (ay. a, ,定义 
E = (0,%,0,eb,0,.…,0), E>0, 
EP sb HE WH r+ 15. A ero, BRIE] —elal TUE 
意 小 ,但 始终 有 
r(A + E) =r + 12> r(A). 
我 们 把 上 面 讨论 的 结果 写成 如 下 定理 ， 
定理 4 7.2 AECC™ rr (A)<min(m,n), J At BR 
连续 的 , 即 
lim (A + E)* 天 AX, 
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$4.8 最 小 二 乘 问题 


Bik AH m> n BE ,b 39 m X 1A BEC CA) , MA 
性 方程 组 | 
Ax =b (4. 8. 1) 
是 相 容 的 . 我 们 已 经 证 明了 , 它 的 全 体 解 可 表 为 
{AM} s 
BAYH 4 的 任意 一 个 {1)- 逆 . 若 5 € (A), BY (4. 8. 1) 
是 不 相 容 的 , 则 对 任意 的 x,Ax 一 b BRR RBM r= 
Ax—b40. 此 时 ,我们 退 而 求 其 次 ,寻找 使 残 差 向 量 最 接近 于 
零 的 x*, 也 就 是 ,使 + 的 范 数 
IIr|| = |b — Ax|| 
SSE E x. 我 们 称 这 样 的 x 为 (4, 8. 1) 的 最 小 二 乘 解 , 又 ， 
在 最 小 二 乘 解 中 , 范 数 最 小 的 解 称 为 最 小 范 数 最 小 二 乘 解 . >: 
于 这 一 点 ,我们 有 如 下 定理 ， 
定理 4. 8.1 线性 方程 组 (4.8. 1) 的 最 小 二 乘 解 为 
r= Atb + Q, — AtA)z, z€ C, (4.8.2) 
ANERER DN FER 3 | 
x, = At b. 
证 明 把 向 量 $ 作 正 交 分 解 
b = b, + b,, 
rit b= Pub 为 b 到 H(A4) 的 正 交 投 影 ,b,=b 一 b, ,于 是 
lr? = jb — Ax]? = lib, — Axl? + |ld,([?, 
可 见 , 要 使 jj 达到 极 小 , 当 和 且 仅 当 x 是 方程 组 Ax = b, OR. 
MB) b, =AA156€.. (A) ,故此 方程 组 相 容 ,将 该 方程 组 改 
写 为 
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Ax = AA* b. 
根据 推论 3. 3. 2 知 , 它 的 通 解 为 
x =At (AAt b) 十 (一 4+ A)z 
=A b + (I — A* Adz, 
其 中 z€ C". (4. 8. 2) 得 证 . 
注意 到 x 二 415 与 (1 一 41A4)z 是 正 交 的 ,所 以 
lxi? = æl? + E — At Al? Z læ? 
ESERI (1— At A)x=0<>x= x. 定理 证 毕 . 

+ “从 证 明 过 程 ,我 们 知道 ,不 管 方程 组 (4. 8. 1) 是 否 相 
容 , (4. 8.2) 总 是 它 的 某 种 意义 上 的 通 解 . 若 它 相 容 , HU 
(4. 8. 2) 就 是 通常 意义 下 的 解 . 若 不 相 容 , 它 就 是 最 小 二 乘 解 . 

推论 4.8.1 BmxXn BRA HAR. MW x, = AT b 为 
(4.8. 1) 的 唯一 最 小 二 乘 解 ， 

下 面 我 们 研究 最 小 范 数 最 小 二 乘 解 zo 一 4+8 的 稳定 性 
问题 ， 由 于 观测 或 测量 误差 或 计算 机 的 舍 入 误差 ， 在 (4. 8. 1) 
中 矩阵 A 和 常数 向 量 总 是 分 别 伴 随 有 一 定 摄 动 AA 和 Ab, 
此 时 ,我 们 真正 处 理 的 方程 组 为 

(A+ AA)(x + Ax) = b + Ab, (4. 8. 3) 
CHR ERRETAN 
x, + Ax = (À + AA)+ (b + Ab), (4. B. 4) 
这 里 x. — Atb, 当然 我 们 关心 Ax 的 大 小 , 它 度量 了 系数 阵 4 
和 常数 向 量 上 5 的 摄 动 对 最 小 范 数 最 小 二 乘 解 x 的 影响 . 
定理 4. 8. 2 对 方程 组 (4. 8. 3) ,假设 
(a) r(A+ AA)=r(A); 
(b) d=|A*|[,4Al],<1, 
则 


At F 
laxi <Í zhasla 


+ labli + 25 |b — Axl). 
证 明 $ x,=Atb ee 8.4) 4 
Ax = [ (A + Axv)*— At]b+ (A+ Ax)" Ab 
id B=A+AA,r)=b— Axy AFA 5 BA. 7. 2(b), 则 有 
Ax =— Bt (AA)x, + B+ Bt’ (AA) "r. 
— (1 — B+ B)(AA) "AT" x, 


+ B+ (Ab), i © (4. 8.5) 
由 假设 (b), 并 应 用 (4.7.2) | 
lA* l S _ — A: ||: 
B+ |, < —— — s < —. . 8. 


将 (4. 8. 5) 两 端 取 欧 氏 范 数 ,由 范 数 相 容 性 得 
Axl] B+ felAAllefxoll + B+ IĘIAAliroll 


+ AAA» [fellxol] + B~ Ile ll Abl 
= ||B* 1: MAA lllxoll + lbi 
+ IAA A* Haeilxoll + B> [EAA fle iro. 
利用 (4. 8. 6) ap 


<! qaal + lal) 


A+ | 
(1 一 dY} 


k= + |pa* |l, [Obl 
dllA+ ||. |z, |! 
a ae 


+ llAAll,llA*+ lallxoll + z — s IAA Ite llr Il 


— a ||x,|| + 
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=M f ajaa + 1251 
— HA* lllaalBlzol + — bol | 
< aaa + abl + Slot. 
定理 证 毕 ， | 
若 (4. 8.1) 蚌 相 容 的 , 则 4xo 一 "成立 , 于 是 我 们 有 如 下 推 
mA a | 


推论 4. 8. 2 若 (4. 8.1) 相 容 , 则 在 定理 假设 下 


jaxl < Ecolaal ll + lb, 


这 里 a 的 定义 同 定理 4. 8. 2. 


§ 4.9 加 权 Moore-Penrose 广义 道 


REC AC’ 中 ,分 别 定 义 了 内 积 
(espe = y Mx, V x,y € C", (4.9.1) 
xy = y Ne, V x,y € C', (4.9.2) 
其 中 M.N 3 Hermite EH. $ 2. 941, FF m Xn PE A, 
RNEXT MRERHES l 
A* = N'AM. (4. 9. 3) 


FIA ONAN SE Pe Se W: BE , BVT AT LAHE Moore-Penrose 广义 道 加 
以 推广 , 
定义 4.9.1 RECHC 中 ,内 积 定义 为 (4.,9.1) 和 和 
(4.9. 2), MIF ACC’ 3 nXm BEX HE 
AXA =A, 
XAX =X, 
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(AX)* =AX, 
(XA)* =XA, 
NF X 22 A 的 加 权 Moore-Penrose J” Mit, Rael N ?5 3⁄4 
M 最 小 二 乘 逆 , 记 为 Aly. 
$ 显然 , 当 MAN Hy ET, AZ "就 变 为 通 芝 的 
At, 
定理 4.9.1 X H Ará A124 X #8 E 
AXA =A, 
XAX =X, 
(AX)*M =MAX, 
(XA)'N =NXA, 
证 明 利用 (4.9.3), 即 明 所 证 ， 
定理 4.9. 2 4 如 是 唯一 的 , 且 可 表 为 
Ady = N-?(MTAN-T1)* Mi. 
证 明 记 B=M3A4N-4,Y 一 N3XM- 上 +, 则 (4.9.5) 的 四 个 
方程 等 价 于 


(4. 9. 4) 


(4. 9. 5) 


BYB =B, 
YBY =Y, 
(BY)* =BY, (4, 9, 6) 
(YB)* —YB 
于 是 7Y=B1+ 一 (MiAN-3)+ ,因而 
X = Ais = N-TYMT = N-7(MTAN-1)* M. 
定理 证 毕 ， 
AKA F FIVER. 
定理 4.9.3 7K ACC", MN 分 别 为 m X mn Xn Her- 
mite 正定 阵 , 则 
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(a) (Aw) iu = A. 
(b) (Aa) = (A" diye. 
(c) Aiw=(A* MAJKA" M. | 
最 后 ,我 们 给 出 4 加 在 线性 方程 组 求解 中 的 应 用 ， 
在 上 一 节 , 我 们 证 明了 ,对 于 方程 组 Ax=b,x,= At b 是 
最 小 范 数 最 小 二 乘 解 ,这 里 4 为 m X n 阵 ,x HER || x | = 
(rz)t 即 最 小 二 乘 是 在 范 数 必 一 4zlj 达 到 最 小 意义 下 , 现在 
若 取 
|x] = CGe*Nx)?, x € C" 
并 极 小 化 
| |b — Axla = (Cb — Ax)" M(b — Ax)312, 
就 导致 了 最 小 N 范 数 M Sk j — FR x, = Aka. 
定理 4.9.4 i ACC, H) y, = A#šszb 是 方程 组 Ax=b 
最 小 N 范 数 M RRR. 
证 明 i 记 x=Nix,5 一 Mi6b,A4 二 MAN-+, 则 
llzlw = z |, 
|b — Axle =| B— AZ |. 
于 是 ,方程 组 hx 一 总 的 最 小 N BRM 最 小 二 乘 问题 等 价 于 
方程 组 4x 一 直 的 通常 最 小 范 数 最 小 二 乘 问题 . 由 定理 4. 8. 1 知 
ESAT BBN Ra) — sei. 等 价 地 ， 
x=N-7+ + $ 
=N-T(M1AN-1)+t Mtb 
一 上 zx 加 
是 原 方程 组 的 最 小 N 范 数 最 小 二 乘 解 . 定理 证 毕 . 
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BAR HAE Lj. .D-P SON 


前 面 两 章 ,我 们 分 别 讨论 了 两 种 重要 的 广义 逆 , {1}- 逆 和 
{1 ;2 ;3,4}- 逆 . 本 章 将 研究 其 余 几 种 {2 spore 2}-8. 


§5.1 (1,2)-3⁄ 


HAH mXn GE. n Xm GER X ME Penrose 方程 
(1.1. 3) 中 的 方程 (1) 和 (2), 即 
AXA =A, (5.1.1) 
XAX =X, (5. 1.2) 
WU RX Ay A A (1,2)-38 i A? ,并 用 4{11,2) 表 示 它 的 全 
体 , 早 在 50 年 代 , 统 计 学 家 Rao 就 对 半 正 定 方 阵 使 用 了 这 种 
P Mit, FERS A hit” (Pseudo-inverse) ,也 有 人 人 称 这 种 广 
义 道 为 自 反 广 义 道 , 记 之 为 4-, 这 里 > 是 reflexive g-inverse 
的 字 头 . 这 是 因为 在 (5.1.1) 和 (5.1.2) 中 ,4 AX 的 地 位 完 
LRM INF XE A(1,2), WA ACK (1,2). 
定理 $.1.1 设 4 为 mxXn 阵 , 且 其 相抵 标准 型 为 
A= pl © nlo, | l (5.1.3) 
. 其 中 PQ 分 别 为 mqXm Al nXn MAR, r—r(A), Ill 
L B |p 
C CB , 
这 里 如 和 CC 为 适当 阶 数 的 任意 阵 ， 
证 明 HEE, XEA(1,2)XEA(1)XAX=X, H 
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ALD 一 e| 


定理 3. 1. 1, 知 
LL Bi 
>y = 2-| |P=, XAX = X. 
C OD; 


但 YAY =X — | 
[ 1, Alle a a] B| 


iC Di\o ol\c D C D, 

(L B I B 

Petes) l . 
<D = CB, 


定理 证 毕 . 
对 任意 矩阵 4,44'2 也 是 4 的 一 个 4 ,于 是 4442 具有 
前 面 讨论 过 4 的 所 有 性 质 . 
定理 5. 1.2 XCA(1,2)<> 4 X X EA) eB 
X = X,AX;. 
证 明 必要 性 设 4 有 相抵 标准 形 (5.1. 3》, 根 据 定理 
5.1.1,4 XEA{1,2}, Ml X BH 


X -2-!| 。 |e- 
C CB 
=o" plea! 9 og [1 q 
C D, 0 0 B, D, 
=X.AX,, | 
这 里 | | 
x,=@" x n Ps X, SM re, 
C D, B, D, 


充分 性 X=X,AX,, AP XX EA), 
AXA =AX,AX,A = A, ; 
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XAX =X,AX,AX,AX, = X,AX, = X. 
定理 证 举 . 
定理 5. 1.3 对 给 定 的 矩阵 4 和 YEEA 人 Ul}); 则 
X € A{1,2}<—r(X) = r(A). 
证 明 必要 性 r(A)=+r(AXA)<r(X)=r(XAX)< 
r(A). 
充分 性 KG A(1}, Ur (XA) =r (AD =r (X). 但 
AEX A) CAN) TE AAA =A) TEE Y, E X= 
XAY ,用 AAS, 
i AX = AXAY = AY. 
BAX AR, . 
XAX = XAY = X. x 
定理 证 毕 ， 
35.1.4 设 P,Q ATA, 
(PAOQ) = QUA? pot, 
证 明 是 容易 的 ， | 
为 了 讨论 具有 指定 列 空间 和 零 空间 的 {1,2)- 逆 的 构造 ， 
我 们 先 证 明 一 个 引 理 ， 
引 理 $.1.1 对 任意 矩阵 4, 至 多 有 一 个 ACRE THK 
ARE: 
AX =B, XYA=C. 
证 明 ”问题 等 价 于 证 明 矩 阵 方 程 
AX = B,XA=C,XAX =X (5.1. 4) 
至 多 有 一 个 公共 和 解 , 假定 (5. 1 4 有 解 , 且 无 ,和 XX, 为 两 个 解 ， 
记 _ 
W = YX. — x,, 
则 
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AW = 0,WA = 0,WB = W,CW = W. 
于 是 
WW = W°C*WB = W' A* X° WAX, = 0,1 = 1,2. 
这 表明 W=0,KA X, =X,. 引 理 得 证 . 

定理 $.1.5 iF ACC", A(AD=L,V(A)=M,LOS 
=C",TOM=C’ WAL. 2PUT ANSH.S HES EH 

G = Pr, uA Piss (5.1.5) 

REP 28908 M 向 工 的 投影 阵 . 

证 明 首先 ,由 引 理 3.6.1 知 ; (5.1.5) 定 义 的 G 满足 
AGA=A,T G€ A(1) ,r(G)2>-(A). 另 一 方面 
r(G) =r (Pr uA Prs) Sc r(P,. s) 


==r(AA~) =r(A), 
故 有 r(G)=r(A). EBS 
AGA) T AG), | 


tee r(GA)=r(A)=r(G), 我 们 有 (GA) =-4(G6) ,因而 存 
在 口 ,使 得 G=GAU ,于 是 
AG = AGAU = AU, 
GAG = GAU = G, (5. 1. 6) 
这 表明 GEA(2) BUERG ST GEA{1,2}. 
利用 引 理 3. 6. 1 ,不 难 推出 


P,sA=A, 
AP yy = A. 
于 是 
AG = AA” Pi,s = P, (5.1.7) 
GA = P+ yA” A= Piy (5. 1. 8) 
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由 引 理 5.1.1 知 ,满足 (5.1.6), 《5.1.7) 和 和 (5.1.8) 的 G 最 多 
只 有 一 个 ,这 就 是 (5. 1. — 
最 后 ,因为 P... =AA..Pru—=A A, FE 
A(G) = — = A Pru) = 
NG) = XAG) = (P,.s) = S. 
定理 证 毕 . 

I ”定理 5. 1. 5 表明 ,(5. 1. 5) 定 义 的 G 是 唯一 一 个 具有 
指定 列 空间 了 和 零 空间 SS 的 4{1,2}, 以 后 ,把 它 简 记 为 
App, 

下 面 的 定理 提供 了 计算 APP WH — 4 Z Z, HH 
Urquhart 公式 . 

定理 5.1.6 VA mn BPM ODA ANX pigXm 
a RE ick 

X = P(QAP)- Q 
则 ' | 
= ASE a = (QAP) = r(P) — r(Q) = r(A). 
证 明 根据 定理 3. 6. 2, 我 们 有 
X € A(1}<=>r(QAP) = r(A). 
又 根据 定理 5. 5.3, 

X € 4{2) A(X) = A (P)<—r (GAP) =r (P), 

X € A{2}, NK) = HQ) > (QAP) = rQ), 
于 是 结论 得 证 . | 

下 面 的 定理 刻画 了 4+ 与 {1,2}- 道 的 关系 . 

定理 $.1.7 BA 2 m>n EBE, HII 


+ AiL? 
A = Ale rat ie 


证 明 显然 ,A+ EA4{1,2), 再 由 定理 4. 2.4 和 定理 4. 2. 5 
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MAT) = VA"), 
AAT) = MA"), 


结合 定理 5. 1.5, Si. 

这 个 定理 表明 ,在 广义 逆 集 4{1,2} 中 ,存在 唯一 的 
At? ,满足 LA (AS?) = ALAJ (6G) 二 -VLA*'), 这 个 
ALPRE A. 


$5.2 (1,3}-2 


BRAAmxXn BE, RREA 1L 3) F PRA 
(3), Bp 
AXA =A, 
(AX)" = AX 
的 xXm 和 矩阵 也 为 4 的 {1,3}- 道 , 记 为 4 RA A(1.3)38 
示 它 的 全 体 . 这 种 广义 逆 又 称 为 最 小 二 乘 广义 逆 , 因 此 有 的 文 
献 把 它 记 为 A; ,这 里 ? 是 “最 小 二 乘 ”(least square) 的 英文 字 
$. 
下 面 的 引 理 给 出 了 4{1,3) 一 个 表征 . 
引 理 5, 2.1 设 G.C A(1,3) ; 则 集合 A{1,3} 为 矩阵 方程 
AX = AG, (5.2.1) 
的 全 体 解 ，. 
WEAR 先 证 明 (5. 2. 1) 的 任 一 解 都 是 一 个 442. 2 X.3N8 
是 (5.2.1), 则 
AX,A = AG,A = A, 
且 因 AG. Hermite PF, kk CAX,)*° =(AG,)* =AG, = AX). 这 
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就 证 明了 X.C Ai1,3}. 
RZ WiHE— X€ A(1.3) Wi 
AG, =AXAG, = (AX)*(AG,)" = X" A" G} A“ 
=X"(AG,A)* = X*A* = (AX)" = AX, 
引 理 证 毕 ， 
定理 $5.2.1 (a) AAU? =AA*T=P,. 
(b> AA? Ay Hermite 等 等 阵 . 
证 明 (a) 在 (5, 2. 1 中 取 Go=4+ ,结合 定理 4.2.4 邑 明 
所 证 . 
(b) 是 (a) 的 直接 推论 . 
利用 引 理 5. 2. 1 我 们 立即 得 到 4{1,3} 的 如 下 表征 . 
定理 5.2.2 设 A 为 mxXn 算 阵 ,G,EEA4{1,3), 则 
A{1,3} = (G, + (I, — G,A5Z,Z 为 任 一 n X m BE). 
” ”证明 在 定理 3. 3.1 中 , 取 B8=1, 有 =AG。,Y=Z 十 Go, 再 
利用 引 理 5. 2. 1 即 得 所 要 结论 . 
4423 之 所 以 称 为 4 的 最 小 二 乘 广义 道 , 是 源 于 如 下 事 
实 . 
定理 5. 2. 3 x=Gb 为 不 相 容 线性 方程 组 Ax=b 的 最 小 
二 乘 解 的 充 要 条 件 为 GE4(L1,3). 
证 明 由 定理 4. 8.1 的 证 明 过 程 知 ,x 为 Ax=b 的 最 小 二 
JR A, 34 B. 42 24 
Ax = AA+ b = P,b, (5.2. 2) 
国 此 , 若 X= ATS, A] Fy IBS. 2.1 得 
Ax, = AAO = Pb. 
反 过 来 , 若 x=Gb ERN RR, ri (5. 2. 2) 知 ,对 一 切 6 
Ec", 
AGb = P,b, 
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故 AG=P,=AA°' ,由 引 理 5. 2. ! 知 ,GE411， 3} ,证 毕 . 
综合 上 述 两 个 定理 ,我 们 有 
推论 5. 2. 1 “方程 组 4x 一 加 的 最 小 二 乘 解 可 表 为 
x = APRA (I — AVPA)Y, (5.2.3) 
注 读者 试 比较 (5. 2. 3) 与 (4 8.2). 利用 引 理 5, 2.1 知 ， 
两 者 是 等 价 的 . 
定理 5.2.4 RA AmXn HH, N X€ A(1,3 > X 3 
$6 PET AX =I, RRR, X Hib ||AX—7i]. 
( 注 , 此 处 ||4l 表 示 和 矩阵 4 的 欧 氏 范 数 , 参 见 S 2.9.) 
证 明 记 Vec(4) 为 将 矩阵 4 的 列 向 量 依 次 排 成 的 列 向 
BM AQB 表示 矩阵 A 与 B BJ Kronecker AR (AN EHHE, 
1987,p. 37). 对 AX=J, 两 边 做 向 量化 运算 ,得 
GQ @A)Vec(X) = Vec(Z,,) 
从 上 一 推论 知 ， 此 方程 组 最 小 二 乘 解 为 
Vec(X) =U QA) ?Vec (T, ) 
+ I — (RA G AD, 


z € C", 
应 用 定义 ,容易 验证 
IQA € (TA){1,3}, 
于 是 
Vec(X) = (的 4035)Vec(C1 + (I — URALA, 
即 
X = Ades 十 er AVUVA)Z, 
Z J nXm 矩阵 ,由 定理 5.2.2, 明 所 欲 证 . 
上 面 诸 结果 表明 ,!{1,3}- 递 与 最 小 二 滋 解 有 着 密切 的 联 
系 . 因此 , 凡 在 用 到 最 小 二 乘法 的 情况 , {1,3}- 逆 都 起 着 重要 
131 


作用 ， 
最 后 ,我 们 把 {1,3})- 逆 推广 到 加 权 {1,3)- 道 . 
BEC 中 ,定义 内 积 
(x,y)x = y"Mx, V x,y € Cr, 
其 中 M 为 Hermite 正定 阵 , 我 们 定义 4 的 加 权 人 ,3}- 道 为 满 
足 
AXA =A, 
| (AX)* =AX 
ARE Xi A EM Ki Au {1,3} ,对 应 于 记号 
A; , TNA Ata? thi Alu 容易 证 明 (5. 2. 4) 等 价 于 
AXA =A, 
(AX)'M =MAX. 
PL. M= AN REA AD”. 
对 方程 组 4x=b, 在 极 小 化 范 数 
Ax — billy = ((b — Ax)’ M(b — Ax))1⁄2 
ELTERN RR, 称 为 M 最 小 二 乘 解 (或 加 权 最 小 二 乘 
解 ). 


(5. 2. 4) 


(5. 2.5) 


定理 5.2.5 x=Gb 为 不 相 容 线性 方程 组 Ax=b ËJ M 3 
| 3RSE<GC Asas {1,53}. | l 
证 明 i@z—Mtx,6—Mib,4—MtAM-+, ii) 
lAx — blu = |AZ—B |. 
于 是 ,方程 组 Ax=b 的 M 最 小 二 乘 解 问题 就 等 价 于 方程 组 
4z7 一 的 普通 最 小 二 乘 解 问题 . 依 定理 5. 2. 3,z 一 65 为 最 小 
—3 389 — 
f Ge A{1,3}, 
即 台 满足 
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AGA = A, 
T = À G. 
记 G 二 M-16Mi ,上 面 两 式 等 价 于 
AGA = A, 
(AG)*M = MAG, 


BD GE À, (1 »3} ,于 是 ,从 x 一 GB, 得 
x, = M-+G b= M-I GMtb = Gb, 
定理 证 毕 ， 


$5.3 (1,4}-2F 


HAN m >x n Kk, E nX m 阵 必 满足 (1.1.3? 中 的 方程 
《1) 和 (4), 即 
AXA = A, 
(XA)" = XA, 
RIER X A AHJA- 38 Ao”. ALL 4) 38 — f Ë) 
Ao ta RA BA. AARP Y W X 32 3 DER V m, 
因此 ,有 的 文献 把 它 记 为 A; (BR Rao 3%,1971,p. 45). 
引 理 5.3.1 E GEALA WRS Aa EEE 
XA = GoA (5. 3. 1) 
的 全 体 解 . 
证 明 ” 先 证 (5.3.1) 的 任 一 解 都 是 一 个 At. 设 X. 
. (5. 3. 1) 的 一 个 解 ; 则 
AX,A = AGA = A, 
MAGA 3 Hermite EE, ak CX,A)" = (G,A)* =GA= TA 这 
就 证 明了 于 ,EA{1,4}. 
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反 过 来 ,VY XE A(1.4) , W| 
GA =G,AXA = (G,A)* (XA) ' 
=A" GAX’ = (AG, A) X" 
=A”" X° = (XA)" = XA. 
引 理 证 毕 ， 
定理 5.3.1 (a) Av’ A=AtA=P,> 
(b) Av” A 为 Hermite FESR. 
证 明 (a) 在 (5. 3.1 BE GA" ,结合 定理 和 2.5, BI 
TE Bid. 
(b) 是 Ca) 的 直接 推论 ， 
定理 $.3.2 AW mXn H.G,CA{1,4) Mil 
A(1,4) = (G, + ZU, — AG), 
Z ⁄I£— m X n EE). 
证 明 在 定理 3.3.1 中 , 取 4 一 7, 妃 一 Co4,7 一 Z 十 Co, 利 
用 引 理 5. 3. 1, 命题 得 证 ， 
有 "0 又 称 为 4 的 最 小 范 数 广义 逆 , 此 名 源 于 如 下 事实 ， 
定理 5. 3.3 IRAH m>>n EE, H. Ax=b 为 相 容 线性 方程 . 
组 .GE4{t1), 则 对 一 切 b€ (A) x, = Gb 为 最 小 范 数 解 二 > 
GEA{1,4}. 
证 明 < 二 rA Ob, Kt DC CA) TEE t Eb 
At, FË x= AV AGE H(A") Ax=b 的 通 解 表示 
x = A? + (I — GA)u 
=x + (I — GA)u, u €C". 
注意 到 
(AO 4) (I — GA) = 0, 
m . 
lxi = lxo] + | — GA5ul| Z lix), 
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等 号 成 立 <=>x 二 x. 

于 是 我 们 证 明了 ,对 给 定 的 b,xoEA(4") 的 最 小 范 数 
解 是 唯一 的 , 且 为 x = Ab. 

二 ”车 对 一 切 b€ (A), ,x=Gb 为 4x 一 5 的 最 小 范 数 
$R. 记 4 一 (al ,ay 依次 取 b=a;,i=1,°" ;1n， 由 刚才 证 明 

Ga; = A:'9q., i= 1,2,°,n, 
Rp 
GA = AOA, 

由 引 理 5. 3. 1 知 ,GE 4{1,4}. 定 理 证 毕 ， 

下 面 的 定理 给 出 了 4{1,4} 的 另 一 种 刻画 . 

ES. 3.4 W ACC, Y€ A(1.4)<—>X AREY 


程 
XA = L, (5. 3.2) 
的 最 小 二 乘 解 . 
证 明 ”对 (5. 3. 2) 两 边 取 共 斩 ,得 
l AX" =l, (5.3.3) 


利用 定理 5. 2.4, 这 个 矩阵 方程 的 最 小 二 乘 解 为 
X’ € A'{1,3}, 

这 等 价 于 EA{1,4} ,定理 证 举 . 

下 面 的 定理 是 利用 ACOA AUO AH 4* 的 一 种 表征 . 

.定理 5. 3. 5 A =A] HAAS a 

证 明 利用 定理 5. 2.1 和 定理 5. 3. 1, RITE 

APY AAs? — At AAV? = 4+ AAt= At 

定理 证 毕 . | 

最 后 ,我 们 把 {1,4}- 逆 推广 到 加 权 {1,4})- 道 

SEC 中 ,定义 内 积 
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(x, yn = y' Nx, V x,y € C", 
其 中 N X Hermite 正定 阵 . 我们 定义 4 的 加 权 {1,4)- 道 为 满 


Æ 
AXA = A, 


(XA)* = XA 
的 矩阵 下, 记 为 48 ,它们 的 全 体 记 为 Aw (1,4). 对 应 于 记 
= AL ,加权 48 也 记 为 Aya. 不 难 证 明 , 上 面 两 个 矩阵 方程 
等 价 于 
AXA =A, 
(XA)"N =NXA, 
Bm, N= MAP RIEL AO, 
”对 于 相 容 线 性 方程 组 Ae = b, EMAR x= Gb 中 ,其 中 
GEA{1} RTS BEAK elle 最 小 者 , 称 为 最 小 N 范 数 解 . 

定理 5.3.6 设 4 为 加 xza 阵 ,对 GE4fl), 相 容 线 性 方 
程 组 4x 一 5 对 一 切 b€ ACA), x, = Gb HRN N HR 
GE Aw {154}. 

证 明 #hx—Ntx,A=AN-2, il Ax=b GORA N RE 
BS Ht FAx—b 的 最 小 范 数 解 问题 . 根据 定理 5. 3. 3,6 € 
A{1}, 对 一 切 bE ALA) = ACLA), ko =b WAX =D 的 最 小 
范 数 解 二 > 各 EN11,4}<> 人 满足 

人 和 
| ' = G3. 
& G= N- 1, LESE 
m =A, 
(GA)"N = NGA, 
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x, = N-Ż? Xo = N-t Gb = Gb, 
定理 证 毕 . 


85.4 {1,2,3)} 与 {1,2,4}- 首 


设 A 为 mxXn 阵 , 若 于 满足 (1.1.3) 中 的 方程 (1)、(2) 和 
(3), E} 


AXA =A, (5. 4.1) 
XAX =X, | (5. 4.2) 
(AX)" =AX, (5. 4.3) 


WW X WA H1,2,3)-B i AC?” , iX PE 89 38 RHSE 
记 为 4(1,2,3}. 若 把 上 面 的 第 三 个 方程 代 之 以 (XA4A)" =XA, 
相应 的 玉 , 称 浆 4 的 {1,2;4}- 逆 ,我 们 有 相应 的 记号 AS Om 
A{1,2,4}. 
定理 5. 4.1 对 任意 mrXn BRA, 
(a) n X m Ë: X % A 的 一 个 {1,2,3)- 道 二 > 多 = 二 
(A'A)-A'*. | | | 
(b) n X m BE X 22 A É) — 48 (1, 2, 4)-38 <= x = 
A‘ (44A" )-. 
WAR (a) < XSA AVA’, i 
AX = AÇA" A)” A" = AAt. 
显然 有 4X4 一 4, 从 上 式 知 AX 为 向 CA MERE, B 
AX=P,, T ÆC R: Hermite EE. 从 而 (5. 4. 3) 得 证 . 另外 ， 
A’ AAt= A' P, = (P,A)" =A", 
于 是 XAX = XAA* = (A' A) A* AA+ = (AAV A" = X. 
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(5. 4. 2) 得 证 . . 

= #XCA(1,2,3}- PI 

X = XAX = X(AX)" = XX: A*. 

只 需 证 明 ,XX* € CA" AD) (1). 

事实 上 ， 

A*AUXX*)A'ASA'P,A=A'A, 

(b) 证 明 与 (a) 相 类 似 , 留 给 读者 作 练 习 . 

推论 5. 4. 1 (a) AAS? = AAT =P... 

(b) AW? 4= ATA=Py, 

推论 5. 4.2 (a) A AAY? ® RAS,” 

(b) Alt) AA" = 4* : 

下 面 的 定理 是 用 {1,2,3}- 道 和 {1,2,4}- 道 来 刻画 乘积 阵 
的 全 }- 道 . . | 

定理 5.4.2 PLM PAH E ¿X m A n x< q E, E. 
r(P.)=m,r(P,)=x>,A ZJ m> n WME ALA 

(a) (PIAP,) =P; PAT PE, 

(b) 4- =P,(P,AP,)~P,. 

证 明 (a) 因 为 PRAM, MU PS He P, BJ Ae a, 
而 P ÆT Ek. D ik, Pp k PL A AA A= A 
得 到 

P AP, (P{ IPA PO?) P AP, = P,AP,.` 

Ca) 得 证 . i 
(b) 将 表达 式 (P,AP,)- = PL PAH PU 383 ZE 32 P, 
HR P. ,利用 Pip =I, PP; 1, BE. 

类 似 地 ,可 以 证 明 

推论 5. 4.3 在 定理 5. 4. 2 假设 下 

(a) CPAP) O? = PO ACD PED 
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(b) ATD =P, (P APD] PP.. 

定理 5.4.3 PAI A 同 定理 5. 4. 2,P? P,=1». 则 

(a) CP, AP, ) pa A Wi ps 

(b) AW?) = P, (P AP.) YPP. 

-证明 (a) 由 定理 5.4.1， 
(P.AP,) 125 == ((P AP,)" (P.AP,)) 7 (P,AP,)` 
=(P; A*AP,)~ P} A'P;. (5. 4. 4) 
因为 PAE P. , Pr 8 ZE W PL? ,应 用 定理 
5.4.2, 
(P;A'AP,) = PERLA A)” PPD”, 
RAG 4.4) 得 ` 
PO (At A)- P23)" Ds A" P? 
í = PURO A'A) A P 
= P20) 4011268) pw € CP AP.) {1,2,3}. 

(a ik. oe 

(b) 证 明 是 容易 的 , 贸 作 练习 . 

上 述 两 个 定理 ,是 求 分 块 矩阵 的 广义 道 的 有 力 工具 ， 

定理 5. 4. 4 下 列 三 个 命题 是 等 价 的 ， | 

(a) A" B=0; 

(b) A2:5g=0; 

(c) BOD 4—=0. 

证 明 由 推论 5.4. 2 得 

A*B = A* AAS?) B, 
于 是 我 们 证 明了 (b) 志 (a). 另 一 方面 ,由 定理 5. 4. 1， 
A — (A' A)- A: B. 
于 是 ,Ca)=>(b), 这 就 证 明了 (a) 与 (b) 的 等 价 性 . 从 已 证 结果 
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交换 字母 4,B 可 得 (a}) 与 (c) 的 等 价 性 , 定理 证 毕 . 
§5.5 {2})- 逆 


BAH m>X n PB nxm EE X Wi EL (1. 1. 3) PH BLT 

方程 ,部 

XAX = X, (5.5.1) 
WRX AARTI- 12 4 中 ,这 样 的 矩阵 的 全 体 记 为 
A{2). 下 面 我 们 将 应 用 满 秩 分 解 来 构造 A. 

在 $5.1, 我 们 已 经 给 出 了 AC? it, FEMS EH 
,假设 有 了 X.CA1,2), AB Str (A= RISB 
一 个 秩 为 上 的 AP. Yo 作 满 秩 分 解 

X, = YZ, 
其 中 了 和 了 分 别 为 2Xr A rXm ERE,r(Y)=r(Z)=+r=r(A). 
和 也 是 一 个 A® , 故 满 足 (5,.5,.1), 即 ` 


YZAYZ = YZ, 
用 7Y- 和 2Z- 分 别 左 乘 和 右 乘 上 式 两 边 , 应 用 定理 3.2. 2 ,得 
ZAY = L. (5. 5.2) 


分 别 对 了 ,Z 作 分 块 


Z, 
Y = (Y, ; Y), z= | |; 


Z, : 
其 中 了 和 了 ,分 别 为 nXt An (Cr 一 已 矩阵 ,而 Zi 2 分 别 为 
Xm Fil (r—t) Xm MH, EH (5. 5. 2) 得 


Z AY, = L. (5.5. 3). 


T X, =Y,Z,, 726.5. ARYL AS Z, ,得 
X,AX, = X,, (5.5.4) 
即 X HP AY, rX)=rV¥,Z,)=r(¥)= r(Z,)=t. 这 就 
140 


FEUL » X Je — 4 RA + AY. 

我 们 把 上 面 证 明 的 结果 ,写成 如 下 定理 . 

定理 5.5.1 设 4 为 mXn or (A=r. 给 定 正 整 数 :,1 
<<, E X. AP AT” Kt 于, 作 满 秩 分 解 X=Y, i YAN 
Z, 分别 为 了 的 前 上 列 和 2Z ARAI z IT X SYZE 4{2}, 上 且 
r(X,)=t. 

在 具有 给 定 秩 的 4 构造 中 ,方程 (5. 5. 3) 起 著 特 别 重要 
的 作用 . 事实 上 , 仅 条 件 (5.5.3; 就 足以 刻画 具有 给 定 秩 的 
A® 这 就 是 下 面 的 定理 . 

定理 $.5.2 i AH mXn Fr (A) =r, SER t,1<2 
<r, FA A(2), 表示 A(2) PRA: HAR RMS, Ty 

A{2} = (YZ.Y An X t E,Z At X m EE , ZAY = L}. 
| (5.5.5) 

证 明 PT 

S = (YZ.Y Hn Xi1 阵 ,Z 为 : X m 阵 ,ZAY = L). 
先 证 


£S C A{2},. (5.5.6) 
W XES, W X lA RH 
X = YZ, (5.5.7) 
其 中 了 为 2Xt 阵 ,Z 为 :xm E, H 
ZAY = 1. (5. 5. 8) 


KERR Ar FY) =r(Z) =t, AG. 5. 7) Ar (X)=:, AT 
XAX = YZAYZ = YX. 
这 就 证 明了 X€ A(2),. FRCS. 5. 6) 得 证 . 
再 证 4{2}.C5. 设 和 EA{2}),, 且 有 满 秩 分 解 
X = YZ, 
其 中 了 为 上 xz BE ,Z H ¿xm R£ ,r(Y)=r(Z)=r,Wi 


YZAYZ = YZ. (5. 5. 9) 
因为 了 为 列 满 秩 ,Z 为 行 满 秩 ,由 定理 3. 2. 2, 对 任意 Y- 和 也- 
有 | 
Y Y = ZZ“ = L, 
MY ERZ HARG. 5.9) 两 边 , 便 有 
ZAY 一 了 了. 
这 就 证 明了 于 ES, 于 是 4{12)CS， 证 毕 . | 
下 面 的 定理 平行 于 定理 3. 6. 2, 它 给 出 了 具有 给 定 列 空间 
和 零 空间 的 {2}- 逆 构造 方法 . 
定理 $.5.3 设 4 为 mxXn 阵 ,P 和 人 Q 分 别 为 4Xp,gXm 
阵 , 记 
| X = P(QAP)- Q, (5.5.10) 
FLA (QAP) AER — TCAP)”. 则 
(a) XEA(2} A(X) = 4 (P) <r (QAP) =r (P), 
(b) XE A{2} 4 (KX) =N Q) <r (QAP) =r (Q). 
证 明 (a) PEASE MRR (QAP) =r CP), aI 3. 6.2, ` 
有 | 
XAP = P(QAP)~ QAP = P, 
由 此 立即 得 | 
XAX = P(QAP) QAP(QAP)- Q = P(QAP)- Q = X. 
TJ XCA(2) E r(X)=r(P) BU RIE (XK) =. AP). 
必要 性 V X A12) DI 
X = XAX = P(QAP)- QAP(QAP)- 0, 
故 
r(X) < (QAP) < (P). 
根据 EX) = @ (P), RGA rO =r (PD), BAS ESR BE AR 
了 所 要 结论 . 
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(b) 证 明 类 似 于 (a), 留 给 读者 作 练 习 . 
推论 5. 5.1 AEC”, PEC geco, 
X = P(QAP)- Q, (5.5.11) 

FP (QAP) HLE—F QAP) , 则 | 

X € A(2), HEAK) = AP), ACX) = XQ) 

<=>r(QAP) = r(P) = r(Q). 

$ #5 5. 1#, 34 F (QAPD =r (PD) =r (Q) 时 ， 
(5.5. 11) 就 是 一 个 具有 给 定 列 空间 CY AS Sl] OQ) 
”的 {2})- 道 . | 
下 面 将 证 明 这 样 的 {2)- 道 是 唯一 的 ,我 们 的 结论 将 更 一 


般 些 . 
定理 5. $.4 对 给 定 的 秩 为 > 的 矩阵 A4EC"*" 和 两 个 子 
空间 
T CC',S C C",dimT = t <r,dimS = m —t, 
则 存在 满足 条 件 
MX) = T,V(X)=S (5. 5.12) 
的 {2}- 逆 的 充 要 条 件 为 
ATOS = C", i (5. 5. 13) 
HERT, X46865 X k ay 这 里 AT 定义 为 s 
= {Att € T). 


证 明 = 设 ae t; 其 列 构成 工 的 一 组 基 , 于 
是 UP) =T. {R Q' € C” RA t RAR S HMR 
是 -0(Q9")=S+, WEL, AP 的 列 张 成 子 空间 AT, OCS. 5. 13) 
得 

r(AP) = t. (5. 5. 14) 

AAA, MC. 5.134, l 
AT (1 S = (0), (5.5.15) 
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根据 (5. 5. 14) #1 (5.5.15), RATA EAA: QAP 可 逆 . 事实 上 ， 
若 QAPy=0, | APy LS+, Ail, APyeS.{H APyCAT, T E 
KG. 5.15) 91 APy=0. 结合 (5. 5. 14) (2A y=0. 这 就 证 明 
T QAP 是 可 逆 阵 ， 
因为 (QAP) =r(P)mr(Q) 2. RABIES: 5 5.1, 
X = P(QAP)-!0 € A(2) 
E 
MX) = MP) = T, 
NX) = VQ) = S. 
充分 性 得 证 ， 
= 设 XE4{2), 且 满足 (5. 5. 12)， WW AEX(1) LAX X 
WS. 因而 ， 
M (AX) G) (AX) = C", (5.5. 16) 
H AXA) =T, ER | I 
(AX) = AAK) = AT, 
| MAX) = V(X) = S. 
J.G. 5. 16) 便 得 到 (5. 5. 13). 必要 性 得 证 . 
最 后 证 明 唯 一 性 , XA RE A 的 具有 列 空间 荆 和 
零 空间 S 的 {2}- 逆 , 则 A4EX1{1},A4EX,{1}, 利 用 (3. 6. 1), 
(3. 6. 2) 及 假设 条 件 可 推 得 
X,A =P ea ay rx A = Pr, ru, ’ 
AX, = Peat) ux, = Pracar,,s. 
EMA, W(X) =T,V(X,) =S ,利用 引 理 3. 6.1, 
X, = Pr, ru aX; = (X,A)X, = X, (AX,) 
= X P rars = X.. 
定理 证 毕 . 
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2 ”根据 定理 5. 5. 4, 满 足 (5. 5.12) 的 4 是 唯一 的 .我 
们 把 它 记 为 APs. 
下 面 的 推论 是 推论 5. 5.1 的 另 一 种 表述 ， 
推论 5. 5. 2 ”使 用 椎 论 5. 5.1 的 记号 , 则 
X = AQ, ro —=>r(QAP) = r(P) = rQ). 
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BAM TRE Mim 


本 章 讨论 几 种 常见 的 分 块 矩阵 的 重要 广义 逆 公 式 , 其 中 
包括 形 如 (4' iB 的 行 分 块 阵 、. 形 如 (4 : 号 ) 的 列 分 块 阵 、 四 
块 撼 阵 以 及 它 的 特殊 形式 灸 边 矩阵 的 广义 首 . 这 些 结 果 在 广 


义 半 的 理论 和 应 用 上 都 占有 重要 的 地 位 . 
§6.1 行 分 块 矩阵 
一 设 4 和 如 为 具有 列 数 为 ”的 矩阵 . 考虑 两 个 相 容 线 性 方 
程 组 
Ax =a, (6.1.1) 
Bx = b. (6.1. 2) 


根据 定理 4. 8. 1, 它 们 的 通 解 分 别 为 
r= Ata + (I — AtA, t€ C' 
和 
x= Btb >+ (I, — B+ Bt, t€ C". 
写成 流 形 的 形式 ,分 别 为 
Ata 十 -Ar(4)， (6.1. 3) 
Bta + sB) . (6.1. 4) 
〈 注 :关于 流 形 的 定义 ,参见 8$4.5)， | 
引 理 6.1.1 (6.1.3) 和 (6.1.4) 都 是 正 交 表示 ， 
证 明 由 定理 4.2.5 知 
AAt) = ALAH A) 一 (-Y(4+ ADL = NA - 
= A P ral), 
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因此 
x, = Ata € VA), 

El x. L. CA). 这 就 证 明了 (6.1.3) 是 正 交 表示 . 同 法 可 证 ， 
(6. 1. 4) 是 正 交 表示 . | 

易 见 ,如 果 (6. 1.148106. 1,2) 有 公共 解 , 则 它们 的 公共 解 
为 

(Ata +—⁄(A)) N (Bt b+ NB)}Y, (61.5) 

它 也 是 分 块 线性 方程 组 | 


aE = 网 (6.1.63 


的 解 集 . 为 了 研究 这 个 解 集 ,就 必须 考虑 行 分 块 隆 | A) 的 各 种 
广义 道 . 
引 理 6.1.2 假设 方程 组 (6.1.1) 和 (6.1.2) 相 容 , 则 它 
们 有 公共 解 的 充 要 条 件 为 
At a — B+ b E (A) + (B). (6.1.7) 
若 (6. 1.7) 成 立 , 记 公共 解 集 为 5S, 则 
(a) S =Ata + Pu, (P. + Pam)? (B-b— At a) 
+ NWCA) N VOB); 
(b) S =Btb — Pcs) (Prea + P yay) + (B+ b — Ata) 
+ ACA) N (B); 
(c) S=(At A + Bt B)” (Ata + Bt b) 
+ NIA) N (B), 
”并 且 它 们 都 是 正 交 表示 . 

证 明 应 用 定理 4.5.3, 方 程 组 (6.1.1) 和 (6,1.2) 的 公 
共 解 集 (6. 1.5) 非 空当 且 仅 当 (6. 1.7) 成 立 . 而 (a) 和 (b) 分 别 
是 定理 4. 5. 3Ca) 和 推论 4. 5, 1(a)， 
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下 证 结论 (ce). 从 (4. 2.5) 和 定理 4.2.5 39 
At A= Pratas» 
MA) = (At A) = (At A), 
所 以 
At À = Prat. 
同 理 ， 
B+ B = P vig). 
再 应 用 定理 4. 5. 3 人 b) ,得 
{Ata + W(A)} N (Bt b+ 4(B)) 
= A*a + (A*t A +B+ B)* B" B(B* b — At a) 
+ AA) N ACB) 
= ({At— (At A + Bt B)+ B+ BAt)a 
+ (A*t A + B* B)“ Bt b 
+ (A) N CB. (6.1.8) 
因为 
(4+) = (A) C A") + AB), 
RA 
(A+ A+ Bt B)+ (A+ A + Bt B)At= At, 
最 后 得 到 
(A*— (At A+ Bt B)+ B+ BAT Ya 
= (A+ A + B+ B)+[(A+ A + Bt B)At— B+ BA+ Ja 
= (At A + B+ B)t Ata 
ALA (6. 1.8) BNA Cc). 至 于 这 些 表示 的 正 交 性 质 是 引 理 
6.1.1 和 推论 4.5. 2 的 直接 结果 , 引 理 证 毕 ， 
定理 6. 1.1 RER AM BAHAR. ic 
= (At :0) 十 P cay Pra + Pra) t (— Ati B*), 
l (6. 1. 9) 
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X,= (0 : Bt) 一 Pu, Prw + Psa) 《一 At : B+), 


(6.1.10) 
X,= (At A+ B+ B)t (At : B*), (6.1.11) 
则 
A 2 
x, € fa 11 ,2,4}， i = 1,2,3. (6.1.12) 
进一步 , 若 假设 
ALA’) | AB") = {0}, (6.1.13) 
则 | 


x, = x, = X, = Re 
证 明 “定理 的 证 明 分 如 下 三 部 分 : 
(a) 先 证 明 (6.1.12), 车 方程 组 (6.1.6) 相 容 , 依 引 理 


6.1-2 知 ， 
alal £m 1,253 


都 是 它 的 解 .因为 引 理 6.1.2 给 出 的 都 是 正 交 表示 ,于 
是 


x,($) L 7A) n 0, i= 23. 


注意 到 
ANCA) NN NB) = Z|) ; 
Ai 
aL] i= 1,2,3. 
由 此 可 知 ， 
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a ; 
x| |, ¿= 1,2,3 


- 


都 是 (6.1. 6) 的 解 集 S5S 中 最 小 范 数 解 . 再 应 用 定理 5. 3. 3 可 推 
i | 
X, € e {1,4}. 
下 面 青 证 明 
x, € (4) (2). 
因为 
一 4+ A+ Bt B=— Prol + Prol 
es ee ee ee 

= Pray — Pray `` 

= (Pra + Porm) — 2P vas 
于 是 


A 
x3] =AT A + Prw 


X Prw + P.) t (— At À + Bt B) 
=A* A + Pica (P. vu + P yuy) t 
x (Pinay + Paw) 一 2P cay]. 
再 应 用 定理 4. 5. 1 和 定理 4.5.2, 


A 
x, | 3) =A? A + P a; LP yon 4 ron Prans] 


=AtA + Pra > Pron 


一 I = P yuy On $ (6. 1. 14) 
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这 里 利用 了 P ua, =1—ATA. 
因为 
P on za A = 0, (6. 1.15) 
Puan vu B* = D, (6. 1.16) 
于 是 由 (6. 1. 14) 得 


A 
x,| = X, 一 Prane P ra 


X (Pauw + Paw)? (— At : Bt) 


dy, Sias A;. 
易 见 ,为 了 证 明 
A 
x, € 3 (2), 

AR 4,=0. 

因为 

Prwn ia) = Parag ran P ra = P, on am P ra , 
故 


å = +P (ayna Poa + P yum) 
X Prw + Paw)? (— At i B+), 
利用 定理 4. 5. 1,48 


1 ie 
A= F Prane Perae (— At E B+) 


2 

= SP ran — At : Bt) = O, 
这 里 利用 了 CANS DCYV(A+N(BULRCG. 1.15) 
和 (人 (6.1,.16). 至 此 我 们 证 明了 


x, e [4] (1.254). 
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类 似 地 ,可 以 证 明 
x, € (5) (2), 


从 而 证 明了 
x, € [ 5) 024. 
容易 证 明 
x, € (4) (2). 
事实 上 


x,| Š X,= (A* A + B* Bt (A+ A + B* B) 
x (At A+ Bt B)* (At i Bt) 


_ = (At A+ Bt B)* (At : Bt) = X,, 


X, € [| (1,2,4) 
的 证 明 . 
(b) 证 明 在 条 件 (6."1.13) 下 
t= [A] ¿= 1 
由 前 面 已 证 部 分 ,我们 只 和 需 证 
X,€ (3) {3), Fehi 
首先 
BX, = (BA™ 10) + BP ay Prw + Prw)* 
x (— At B+) | 
d (BA+ :0) + A,. (6.1.17) 
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因为 
NA) = AA), (B) = ACB YY 
以 及 对 任意 两 个 子 空间 工 和 MARR: 
(LN M: = L + M, 
于 是 ,在 条 件 (6.1.13) 下 ,我 们 有 
WA) + AB) = (AA NABI C. 
再 由 定理 4.5.1 


(Pra + Puce) Pra 十 Pem) = Prae = fas 
1.18) 


(6. 
因而 
A= BCP vias + Pra 一 Py) 
x (Prw + Prom) (— At PB) 
= BU — Pra (Paw + Porm) C At :B`) 
= B(— A*t į BY) = (— BA* i BB*), 
代入 (6.1.17), 得 ` 


= (0,.BB* ). 
但 是 ,显然 有 AX = (44+ ; 0) ,于 是 我 们 证 明了 
A 本 AA* 0 
[|z =| 0 BBT!” 
Bp 
ne (o 
利用 (6.1.18) ,得 
X, — X= (— At i Bt) — Paw + Pre) 
x (Prw + Prad) (— A+ : B+) 
= 0, 
这 就 证 明了 
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(c) 最 后 证 明 


REE 5.1.7, Ss Ree DD, 在 广义 道 集 D{1,2) P. Dt 
是 唯一 的 具有 列 空间 Z (CD * ASA + CD " ) ÉJ 3 £ , E 
此 ,D+ 也 是 广义 逆 集 合 D{1,2,;4} 中 唯一 具有 列 空间 VCD*) 
的 矩阵 , 前 面 已 经 证 明了 


x, € 加 人 
Rik, PERE VX =A’ TB OMA. 从 已 证 事 
实 可 知 

r(X;) =r(S)—rca: : B°), 

于 是 ,我 们 也 只 要 证 明 
NCA" > B*) CANC). (6.1.19) 
设 

( 引 e WAS iB), 

y 
于 是 

A" x + B"y =, 
结合 假设 (6. 1. 13) 可 推出 

A'x=—B'y=0. (6.1. 20) 


因为 对 任 党 矩阵 DD,ANVCD+)= 二 A(D"' ), 因 而 上 式 等 价 于 Ate 
= Bt y= 0, 于 是 
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MA 
(>) E NE), 


于 是 (6.1. 19) 得 证 . 定理 证 毕 . 
应 用 定理 6.1.1 ,我 们 还 可 获得 按 列 分 块 的 矩阵 (4 : B) 
的 们 ,2,3)- 道 . 事实 上 ,因为 
ai = |`), 
于 是 将 定理 6. 1.1 应 用 于 | 4, | ,并 注意 到 
X € A{i}SX' € A" li) i = 1,2, 
X € A(3)eX: € A' {4}, 
X € Al SX: € A’ {3}, 
便 可 证 明 如 下 推论 : 
推论 6.1.1 设 4 与 有 相同 的 行 数 , 记 
e) ie 


X,= 
Ü B+ 


| (P rd) + u P yoa" 


下 :一 


0 一 4 + 
> Bt (Prat 十 下 ws) Prat): 


X = i (AA+ BB*)*, 


WW XE (A$ BY(1,2,3} ,i 二 1,2,3, 进一步 若 假设 
CA) (| ACB) = (0), 
WW X:= (A? Bt ,;=1,2,3. 


$6.2 ” 列 分 块 矩 阵 


BAEC’. BEC™. 所 谓 列 分 块 矩 阵 是 指 形 如 (4 i B) 的 
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矩阵 . APT EA BR Sa, 
定理 6.2.1 it C=CU,—AA~)B, Wl! 
4- 一 4- BC- (I, — AA”) 
(A : B) = | _ _ . (6.2.1) 
C- Q, — AA") 
证 明 本 定理 有 两 种 证 法 . 其 一 是 直接 验证 (6. 2. 1) 的 右 
端 满足 Penrose 第 一 方程 :其 二 是 下 面 的 构造 性 证 法 . 


ic D=P,\(A: 8)P;, 其 中 


P, = [r P = l: TAE) ELD 

T, 0 £ 2 
D 可 变形 为 

p= [| 4 a (6. 2. 3) 

A c | 

注意 到 44-C=0, 不 难 验 证 

I 0 

M csi a € D(1). (6. 2. 4) 


因为 P 是 列 满 秩 阵 ,P， 是 可 道 阵 , 利 用 定理 5.4, 2Cb)， 
(A į B) = P,D- P,. 

利用 (6. 2. 4) 直 接 计 算 可 证 明 上 式 右 端 即 为 (6. 2. 1) 右 端 . 定 
理 证 毕 ， 

= 从 上 面 的 证 明 过 程 可 以 看 出 ,对 任意 的 4- 和 CC- 
(6.2.1) 的 右 端 是 (4 | B) ,但 它们 未 必 和 能 给 出 (4 : B) {1}. 
因此 ,更 确切 地 ,应 表示 为 

A — A` BC- (I, — AA”) 
C- (1, — AA~) 

但 习惯 上 ,很 多 文献 都 采用 (6. 2. 1) 的 记 法 . 

ABYC CA) , WJ C= 0. 此 时 (6. 2,1) 有 更 简单 的 形 
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€ (A: B){1}. 


A. | 
推论 6.2.1 E Z(B)C. (A), 
ve 
(A? B) = | |. 
0 
定理 6.2.2 
i AAT — A` BC?) (I, — AA”) | 
(AE BGP 一 š 
CPT, = AA”) 
(6. 2. 5) 
KPC ew 6. 2.1. 
证 明 设 P, sP: 和 D 同上 一 定理 ,可 以 验证 


有 = e: ! (6. 2. 6) 


cu: 2) 4 cup 
应 用 推论 5. 4. 3,48 
(A! BY? 一 PDPP, 
将 (6. 2. 6) 代 入 上 式 便 得 到 《6. 2.5). 定理 证 毕 ， 
类 似 于 推论 6.2.1, 我 们 有 如 下 事实 . 
推论 6.2.2 E ACACA), N 
(A : By 2 = ie F " 
| 0 
定理 6. 2.3 
CA :By 一 ATAD — A I BO | 
: i ] CLD , 
其 中 
C = (I — AA"1:1.35B. 
证 明 记 
P = I = T ; 
0 I 
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€X D=(A | BP, IW D= (4 : C). AW 
A*C= A'B — A‘ AA%?:)B 
= A'B — A'A’? S'AB = 0, 


RNA 
A'A 0 
a= | oc) 
取 
(D* D)- = hal 0 |. 
l 0 (CC) 
应 用 定理 5.4.1, 得 I 


Den = (D* D)” D* = | 


` 最 后 由 定理 5. 4.3 知 


(A ; B) 一 PDG23 = | 


定理 证 毕 ， | : 
Al BY PA E BCA C=0. RA 
如 下 推论 ， 
推论 6.2.3 F-A(BC MA). 
AD 
0 
现在 我 们 讨论 (4 : BH Moore-Penrose 广义 道 . 
定理 6. 2. 4 


(A4:B)*= | 


ALED 
CBD |: 


ALD A BE, 2 
gied | 


(At Byte 一 


At— At B(C*+ K) 


pice P (6. 2.7) 


其 中 
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C= G — AA*)B, (6. 2. 8) 
K= (I — COU + G — Ct C) | 
x BY At’ At BA — Ct CO] B'AT At (I — BCH). 
证 明 i p=(A: B). HD SRA | 


AX i 
a 国 
He X€ c> yech”, 于 是 
DD+= AX + BY, (6. 2.9) 
D* D= ka ad (6, 2.10) 
\YA YB 
由 DD+D=D, 我 们 得 到 ` 
DD+ A = A, (6.2.11) 
DD* B = B. (6. 2.12) 


At (6. 2.11) PR RMSE RR 238 CA" AD ,利用 定理 
4. 2. 2(d) , 便 有 
At DD* = A*. (6.2.13) 
再 从 关系 D+ =D" (D*)* Dt REM 4 2.26 
X= A XX + A"Y"Y. 
因为 ATA 为 向 AA ) 的 正 交 投 影 阵 , 故 4+44 =A‘ FË 
At AX = A" X" X + A*Y*Y = X. (6. 2. 14) 
将 (6. 2. DAER 4+ ,并 利用 (6. 2. 13) 和 (6, 2. 14), 48 
A*= X + At BY, 
这 就 证 明了 D+ = (A ;: B)+ 具 有 如 下 形式 ; 
4+ 一 At “ 


A! B)t= 
Aini |“ y 


(6. 2.15) 
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Fe) FAS fal BER Y=C' +K. 
FH (6. 2.15) 和 (6. 2. DA 
DD+ = AA++ (I — AAt)BY = AAt + CY. 
(6. 2. 16) 
因为 4*C=0, 应 用 定理 4.2.8 可 推出 
C+A= 0. | (6. 2.17) 
另外 利用 (6,2. 11) 和 (6. 2.12) ,我 们 有 
DD' C = DD+ B — DD* AAt B = B — AA+ B = C, 
等 价 地 ,C" —C’ DD+, I] f C+ = c+ pp’. HCE # 
(6. 2. 16) 并 利用 (6. 2. 17) ,得 到 | 
| C+ C7 一 Cr+， 
这 表明 了 满足 方程 
CY 一 CC+. (6. 2. 18) 
另外 
CC+ C = CC* (B'— AA’ B) 一 CC+ B = C, 
WE) — S SAER C? 得 
l C+B=C+C (6. 2.19) 
再 结合 (6.2.18) 得 CYB=CCB =C. 从 (6. 2.10) 可 以 看 出 
YB 是 一 个 Hermite E£ ,于 是 
C: = (YB)"C’ = YBC’. 


所 以 
YBC+= C7. (6.2, 20) 
从 4 的 定义 和 (6. 2. 15). (6. 2. 16) 可 以 得 到 
YAA*++ YCCt=/Y, (6. 2.21) 
At BYA = (At BYA)", (6. 2. 22) 
CYA)" = At B(I — YB), (6. 2. 23) 


下 面 我们 用 这 三 个 方程 来 证 明了 = Ct + K. 从 C 的 定义 和 
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(6.2.13 4 | 
(YA) '= At B[I — Y(AAt B + C)] 
= At B — At BYAA* B — A* BYC. 
应 用 (6, 2. 17) 和 (6. 2. 18), 48 
(I — Ct C)YA= YA — C* CCH YA 
= YA — C* YA 
= Y, 
(YA)* = (A+ B — At BYAA*+ BUI — Ct C), 
于 是 | 
YA= (I — C+ C)B" (Af ) ° 
— (I — C+ C)B" (A*)* At BYA. 
在 上 式 右边 用 (一 C+rC)74 RE YA ,给 出 
[7 十 人 一 Cr+C)B+ (At)"At BU — C+ C)TYA 
= QU — C* C)B"(At)’. 
再 用 4+ (I— BCHEREA, # PH C6. 2.19), (6. 2. 20) 和 


(6. 2. 21) 48 
N(Y — C+) = A — C+ COB" (At)" At (I — BCT), ` 
| (6. 2. 24) 
其 中 | 


N =1 + (1—C*C)B*(AT)*AT B(I — C+ O), 
这 是 一 个 正定 阵 . 于 是 从 (6. 2. 24) 解 得 
Y= C++ NU — Ct C)B* (4+) At (I 一 BC+)， 
最 后 再 利用 7 一 C*C N ñ) H| 3F 36 ESE SER Y EEE 
BB. 
这 个 定理 给 出 的 (4 ; 吾 )+ 表 达 式 较 复 杂 . 下 面 的 几 个 推 
论 是 若干 简单 特例 . i 
推论 6. 2. 4 C 的 定义 同 定理 6. 2. 4, 2: 4+BC- 一 0, 则 
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A*— A+ BM B° (4+) At 
(A : B)t= | | 
C*— MB" (At)* At 
(6. 2. 25) 
其 中 M—7+8* (At)"A‘*B. 
推论 6.2.5 Æ -@(B)C_A(A). W 
. pi A* BM- 1B" | 
(A ç: Bt= 9 
M~'B’ (At)* At 
| (6. 2. 26) 
其 中 MM 的 定义 同 推论 6. 2. 4. | 
证 明 #4 -HA(B)CA(A) 时 ,A41B=B, 于 是 C=9,Ct 
= 0. AH 6.2.4 ORE RYH A (6. 2. 25) 4k, A 
(6. 2. 26), HEHE. | 
推论 6.2.6 C 的 定义 同 定理 6. 2. 4. #' BCT B= B. Wl 
At— At BC* 
C+ a 
证 明 # BC* B=B, FAG. 2.19948 B= BC C, Emt K 
二 0, 于 是 得 到 (6. 2. 27). ; 
推论 6. 2.7 车 C=8B RAH ABCA). WJ 


(A? B)*= pa (6. 2. 28) 
. kapa; B+ . Lá . 


证 明 # C=B,UJ BC*B=B. 于 是 推论 6.2, 6 结论 成 
立 . 但 此 时 4+BC+ 一 4+CC+ 一 0, 这 里 应 用 了 (6. 2. 172. 这 样 
一 来 , (6. 2. 27) 化 为 (6. 2. 28). 证 毕 . 

注 推论 6.2.7 的 道 命题 也 成 立 , 即 若 (6. 2. 28) 成 立 , 必 
有 C=B. 事实 上 , 若 (6. 2. 28) 成 立 , 从 DDt D= D 得 到 

44+ B+ BB* B= AA+BiB=B, ` 
于 是 44+8=0, 这 就 推出 C 一 召 ， 
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(4 : B)+= 


(6. 2, 27) 


推论 6.2.8 3 BC*B=B, HP C=B(I-—AtA),WJ 
(a) = (4+ 一 C+ BA+ :C+). 
证 明 ”对 矩阵 
A\* aes 
a = (4" ;: B") 
应 用 推论 6. 2. 6, FE PH 45 SEK OR 3⁄8 BH S 8 48 Bl Br 
要 结论 . 
下 面 的 推论 是 定理 6. 2.4 中 B 为 列 向 量 的 特殊 情形 . 记 
A= (a, a,) ,4 表示 4 的 前 上 列 组 成 的 子 矩阵 ,于 是 4= 
CAnon)» 
Ay = (År sik)» k = 22 
这 里 约定 ASA, Á =a, l 
推论 6. 2. 9 


(6. 2. 29) 


其 中 
d,= Aj_ia,. 
c, = a, — Agi» 
Ci > # c = 0, 
bf = EAL 
(a aid,’ r s e 
证 明 对 现在 的 情形 ,定理 6.2.4 PC 就 是 这 里 的 
列 向 量 ok. 下面 分 oc 40 A e= 0 两 种 情形 来 证 明 ， 
(a) Æ c 天 0. 由 推论 4.1.4 知 ,citcs=1. 结合 (6. 2. 19) 得 
到 cz a,=1. 因而 aci a =a. EPHE 6. 2. 6 的 假设 条 件 成 立 ， 
应 用 该 推论 ,命题 得 证 . 
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(b> ast Mae.“ A-.). 由 推论 6.2.5, 结 论 得 


这 个 推论 给 出 了 计算 41+ 的 一 种 递 推 方法 , 称 为 Greville 
法 ,详细 讨论 见 § 8.5. 
记 
a: 
A= |; |， 
a, 
用 4 表示 A ROBT £ FT. 
A = B 
(4) 一 a; 
对 A= (Ady a) WAR 6.2.9. RE AD ZI REE 
FHM. EGS OP HE. 
推论 6. 2. 10 | 
i Aly = (Abt) — bd; iB), 


其 中 
| da= af AG. 


€ = af — dí Aas 


(cez, Hef = 0, 
b= < AG. ds 
(Haa Aamo 


最 后 我 们 给 出 分 块 矩阵 (4 : a) 的 其 他 一 些 广义 道 ,这 些 
结果 可 以 应 用 前 面 的 定理 来 证 明 或 者 直接 验证 . 
定理 6.2.5 iW ACEC" a EC" T 
y= š — db* | 
|p 
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d= Ga. 

(a) # a@€- (A) #H b=e/ Co" a) KP e= UAG)" 
UI—AG)a. R24 G= A R, XE (Ai a) {1}. W 34 G= A, i= 
2,3,4 R}, XE (A! a) (151}) ,i 一 2,3,4. 

(b) #a€_# (A), M | 

(1) 4 G=A "` ,bEC* 时 ,XE(CA :a) {1}; 

(2) 当 G=A0'3,bEACG') 时 ,XE (Ala)(1,21i 

(3) 3 G=A"”® ,bEC* 时 ,XE (Ai a) {1,3}; 

(4) 34 G= A:0, p= G' Ga/(1 + a" G° Ga) hf, X € 
(A i a){1,4}. 


§6.3 Bh 38 F 
ESE W: Bin 
A= Pa i (6. 3.1) 
A An ied 


的 四 块 矩阵 在 很 多 领域 都 具有 重要 应 用 . 本 节 讨 论 这 种 分 块 
ERREP Sat. | 

”我 们 先 讨论 简单 而 重要 的 情况 , 假定 4 是 准 对 角 阵 , 即 
Ay. =0,A2 = 二 0, 也 就 是 


A= [人 |. (6.3.2) 
将 4- 也 做 适当 分 块 ; 
A= = i ri 
Ba B,, j 


从 方程 44 4 一 4, 我 们 得 到 
A), By,Ay, = An, 
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A.B, An = A,» 
ABA = 0, 
A,,B,,A, = 0. 


从 前 两 个 方程 , 立 得 
B= An, By = An. 
应 用 定理 3. 3.1, 后 两 个 方程 的 解 分 别 为 
B, = Y — ALA ¥A2:An » 
B, = Z — AyAp,ZA, Aj» 
其 中 Y 和 2 为 适当 阶 数 的 任意 阵 . 于 是 
po A), Y 一 Ay A) YA2,Az i 
Z — ApAnZA AT Azz 
(6. 3.3) 
这 里 当 hii, An Y AZ 变化 时 , 右 端 给 出 了 47 的 全 体 ， 
BD 4{1). 特别 , 当 取 了 =0,Z= 二 0 时 ,我 们 得 到 
| Ar 0 
A= | =) (6. 34D 
0 Ax 
这 时 , 当 和 i 和 4 变化 时 ,上 式 右 端 只 给 出 了 411} 的 一 个 子 
集 . 尽管 如 此 ,由 于 (6. 3.4) 结 构 简 单 , 加 之 在 许多 应 用 上 ,我 
们 并 不 必 求 出 全 部 的 广义 逆 , 因 此 它 仍 具 有 广泛 的 应 用 . 
现在 回 到 一 般 情 况 , 即 41: 和 A 不 必 为 霉 阵 , 因为 研究 四 
J RE E£ (6. 3. 1) 的 普通 逆 答 阵 的 思路 和 种 处理 技 巧 可 以 走 接 应 
用 到 广义 道 的 情况 ,所 以 我 们 的 讨论 从 A 可 道 的 情形 开 
始 ， 
记 
A. = Ay 一 AA; Ån, 
Ay, = Ag — Ap ÁR Aze 
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它们 分 别 是 AeA Au fE A 中 的 Schur #F( W Š 2.5). 
定理 6. 3.1 假设 4 可 逆 且 分 块 为 (6. 3.1). 
(a) 若 det4a 天 0, 则 detA». £0. H. 
AR! + AR'A pAn AnA 一 Aj'A);An!, 
一 Ap An An! Anh | 
(6. 3. 5) 


a 


(b) 若 detA #0, Wl det4 ;天 0, 且 
AÑ! — AÑnhAnrAp | 
An Ån An? Az! + Ap'An AAAs |” 
(6. 3. 6) 
WR 因为 (6. 3,5) 和 (6. 3. 6) 的 证 明 完 全 类 似 , 所 以 我 
们 只 证 明 前 者 . | 
id 


re 


Ata | 


I 0 I — Aq!Ayz1 
= A; At 7) a= | fr. 2 
则 
PAQ = (A a ) p. (6.3.7) 
由 此 可 推 得 det4* 40. 18 F ARIE, BBB 
Ay Ay)! 
l = -1 
s p Da 
1. 一 AnA: Aj! 0 
- L, I J yen 
E |: 0 | 
= A, Aj! | Wp š 2 
将 有 端 三 个 矩阵 相 乘 便 得 到 (6. 3. 5). 证 毕 . 
4A Ra WAT BT A, Be A, Ap, A, Ek Al EAA 
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AY. 这 时 在 (6.3.5) 和 (6.3.6) 中 将 A PE A” Az! A AR.: 
分 别 改 为 4a.1 和 41.2, 所 得 关系 式 仍 成 立 , 此 即 

定理 6.3.2 假设 4 有 分 块 (6. 3. 1). 

(a) 若 An FEM 


A` = W + AP ALA. A; Aj)! ane | 
一 Ax. A, Al, ` Å 
(6.3.9) 
(b>) #*# An FE. 
A= | 41.: 一 Arn.:A L.A; | 
— Ay A, An: Ag! + AZ'A,Ar..A.A;. 17 
(6. 3. 10) 


证 明 (a) 首先 注意 到 , 当 4 让 存在 时 ,(6. 3. 7)? 仍 然 成 
立 , 于 是 
A = QD- P， - (6.3.11) 
将 
Ay 0 
g |, Ass | 
代入 (6. 3. 11) 即 得 (6. 3. 9). f 

(b) 证 明 与 (a) 相 类 似 , 从 略 . 定理 证 毕 . 

ERMA VTC RE AR BHR ERE Al Be 
An fr fE. 然而 当 4 六 0( 即 4 为 半 正 定 Hermite 阵 } 时 ,这 些 条 
件 可 以 去 掉 , 为 了 证 明 相 应 的 结果 ,我 们 先 证 明 如 下 引 理 ， 

5| 理 6.3.1 设 4 分 块 为 (6.3.1) 且 4 之 0. 则 矩阵 
Az Ajj Arf ArAnA AS An 42 选择 无 关 ， 

证 BA 因 AZ 0, Wk # ZE RK B= (B. : B.) ,使 得 A= 
B’ 号, 即 
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Ay, A BB, BB, 
| 11 |= | B, 1 (6. 3. 12) 


An Ani \BiB, BiB! 
TE 
An Aj A= B; B, (By B,)~ B; B,, 
Al:AzAs = Br B, (Bi B,)~ B; B., 
依据 定理 3. 2.5 (a), EW 2:24 88885 RAI SUE AY 36383 


3%. 引 理 证 毕 ， 
定理 6. 3.3 ik A FE (6. 3. DH 4 之 0, 则 


A = Po + ARAA AnA 一 i lca ; 
一 Ax. AnAy An.) 
(6. 3.13) 
等 价 地 
A= | Án.: 一 Ar. A; Ay; | 
= AnAnAn.2 An + AnAnAy..AnAn 
i (6. 3.14) 


其 中 Ån FÅ ÁA An + Adz. 1 = Ån — Ar AA: 
证 明 根据 引 理 6.3. 1,4 有 表达 式 (6. 3.12). 应 用 定理 


3. 2.5(b) ,我 们 得 到 
A, AA), = B;B (B; B,)~ B; B, = B} B, = A,, 
(6. 3. 15) 
An Aj A, = B; B,(B;B,)~ B‘ B. = B? B. = Aj, 
(6.3.16) 
据 此 ,可 以 验证 | 
PAQ =D, (6. 3.17) 
这 里 
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| (6. 3. 18) 


(6. 3. 19) 


显然 ,P MO 为 可 道 阵 . 从 (6. 3.11 
A-= gp P= o|" ° |>. (6. 3. 20) 
0 r 
这 就 证 明了 (6. 3.13). 用 类 似 方法 可 以 证 明 (6. 3. 14). 定理 证 
毕 . 
下 面 的 定理 给 出 了 Am， 
定理 6.3.4 if A ES (6.3. 1), B. Avo. N 


AMD = ij W + AALARPAnAT — ial 
— Ap? An Al AST š 
(6. 3.21) 
或 
AL? 一 AU? = AP AAR 
— AnAnAi? Aj? + ArAnA P AAR] 
(6. 3. 22). 
证 明 采用 定理 6. 3, 3 中 的 记号 ,因为 
DE? 一 ga S: 0 I 
ee 


XT (6. 3.17) 应 用 定理 5.1.4 得 
AN? = (P 'DQ ee? = QD:25p, 
这 就 证 明了 (6, 3. 21), 同 理 可 证 (6. 3. 22). 定理 证 毕 . 
定理 6.3.5 设 A20 且 分 块 为 (6. 3. 1) ,满足 条 件 
rA) + rln) = rCA), (6. 3. 23) 
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或 


Ace 一 TH = | ， 
| 一 ABT? An Ay Any” 
| (6. 3,24) 
A029 二 | AST? 一 All? AA | : 
一 ApAn Ai? ARE? + AAAI PO AA 
(6. 3,25) 


证 明 利用 定理 6. 3. 3 及 (6. 3.15), (6. 3.16) 可 以 证 明 
Aa = | AA 0 | 
(I Ax, A... 242,47 Ax. As... 
(6.3. 26) 
为 了 获得 AS, RER 4 满足 条 件 :44” X Hermite H. 
等 价 地 ， 


(a) AA ffl Age 142.1% Hermite RE. (6. 3. 27) 

(b) (I—Ay. AR Az AT =0. (6. 3. 28) 
采用 (6. 3. 18), (6.3. 19) 的 记号 ,并 记 
pone = | A 0 


0 AR 
因为 4 一 P DC- , 则 
Allez 一 OD: p, 
显然 (6.3.27) 满 足 , 下 面 我 们 证 明 , (6.3.23) Sp T 
(6. 3. 28). | 
我 们 先 证 ;(6. 3. 28) 等 价 于 
rAz) = r(A;;) (6.3. 29) 
因为 ASOKGEREH B= (B. : B,), 8 B A= B' B. T E 
(6. 3.12) 成 立 , 从 关系 
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An, = Án — An AnAy = B; B, — B; B,(B} B.)~ B; B,, 
可 推出 
MAM) CAMBS) = (B; B,) = A lAn) 
(6. 3. 30) 
$5 (6.3.29) RLM A lAn )=.# (A). 于 是 存在 矩阵 E, 
使 得 B; = Ax. E. AA 
Ax, Ån An = An. Az. B; B. = Ax. EB, = B; B, = An, 

这 就 证 明了 (6, 3. 28). 

反 过 来 ,车 (6. 3. 28) 成 立 , 用 AL AIRS HEAT A 8 #ll 

Azz 一 Age, An, Ae = 0. 
因而 
A lAn) (An 1) 

这 表明 (Az) =. An) FHECS..3. 29) MU. 

最 后 证 明 (6.3.23) 刀 (6. 3.29). BSE, HAPOK 
可 道 , 故 

r(A) = r(D) = r(An) + rlz.: 2. 

因此 ,结论 得 证 , 定理 证 毕 ， 

完全 类 似 地 ,我 们 有 

定理 6.3.6 设 4 关 0 且 分 块 为 (6.3.1). 若 (4) 一 
r-~( 4 十 r(42)， 刚 


4+ 一 


Aj, + AAA. An An | 
— Ay, A, Añ Aš. : 


= | AÑ.: KE Ah. AnrA} | 
一 ARA Añ: A; + ALAAA6.AA51 
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§6.4 WR MF E 


形 如 


(6.4.1) 


ws ©} 


L 0 

BJ 55 PEPR A RE E EE ((bordered matrix). 显然 ,这 是 一 种 特 
PIG = BJ UN Ht 3E E£ , E E A 33: Jy B: aJ a AS PRAE 
况 . 例如 ,为 了 求 M, RSE PT HBP 8 EE P. 和 P,, tE 
得 


pimp, = p= |” g (6. 4. 2) 
t 2 一 0 D, + . . 
HB) ` 
= S DI 0 
M = P,D P, = P. IP. 
D; 


至 于 其 它 的 广义 道 , 可 以 作 局 样 的 处 理 , 但 需要 做 一 些 必要 的 
修正 . 
定理 6.4.1 设 SEC**,S 之 0,LEC"x". 则 
É a dg L'Q LT- T-L'Q` |, 
L 9 Q LT- 2 -0 
(6.4.3) 
XB T=S+L'L,Q=LT-L’. 


证 明 令 
r-(! en 
o J 


则 
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T L 
FM = | |. 
L 0 
因为 S30, REEERE K 48 S= K` K. 因而 


T — K'K + L"L = (K' 1 š 


RATE 
ALOCAT), (6. 4.4) 
于 是 可 以 证 明 
L —LT-T= 0, (6.4.5) 
L spec pe =a. (6.4.6) 
| 应 用 这 两 个 关系 不 难 验证 
| I ipi e 一 了 -了 
— LT- IIL 0 0 I 
T 0 
= ere (6.4.7) 
Sid 
P= |F, 
— IT- 了 
-[ | 
-am 0 I 5 
WI (6. 4. DEES 
s E T 0 
nn 
L 0 © -@ 
AA P, fl P, 皆 可 逆 , 于 是 
Mo = P” 4 J”. 
0 — Q- 
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T-— T L'Q- LTO T-L'@-+T- L*d-@ Q) 
7 Q- LT- . Q o — o i 
6. 4. 8) 
H (6. 4. 4991.0 与 所 含 的 广义 道 T 的 选择 无 关 , 若 特别 取 可 
逆 的 T-, 则 可 推出 ADC RA 
L* = L*Q` Q. 
代入 (6. 4. 8), 便 得 到 6. 4.3). TERR. 
分 析 一 下 定理 的 证 明 过 程 是 有 益 的 . 为 了 找 出 两 个 可 逆 
阵 P, 和 P:, 使 得 (6. 4.2) 成 立 , 我 们 先 将 M HT TP 
的 作用 是 将 变 成 
M al l 


L 0 
这 个 矩阵 的 特点 是 ,关系 式 (6.4.4) 成 立 , AMA (6. 4.5) 
(6.4.6), 这 两 个 关系 保证 了 将 M RAR P, WAR P, 后 
TAIA PE. 因此 ,如 果 我 们 假定 ALTAE, NRE 


”村 引进 矩阵 F. ARS 


7 
-Fr- 1 


，P, 的 定义 保持 不 变 . 用 定理 的 证 明 方法 可 得 到 如 下 推 
推论 6.41 SECS LEC", H WL’) 

TALS). RI | 

` [S OE gig C. S- L'H- 
P ol H- LS- — H- 


i . 


` XE HELS L'. . 


推论 6.4.2 E SEC™, S20, LEC, MCL" NAS) 
=(0}.r(L)+r(S)=n sr (L)= p, i 
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(a) THS+L"L Al? 。 | 都 是 可 闻 阵 
E p i eos a 

L 0 u aa t: 0 ` 

证 明 (a) 因为 SizO RARE KC C" ,使 得 S=K K, 
故 


T = (K* Lofa) 
= (K° š ar 


因而 (T) = Z (K " : L” ). 依 假设 ALNAS 
{0} ,可 推出 ML) CK" )= (0) ,最 后 得 
r(T)= r(K* L°) = rh") + r(L") 
= (Š) + r(L) = n. 
这 就 证 明了 7 可 道 . 男 一 方面 


S L`) i L* 
T: Palade | 
= r(S) + r(L) + r(L*) = n + p. 
这 就 证 明了 (a).， 


(b> 从 定理 6.4.1 知 , 我 们 只 需 证 明 ,在 现在 的 假设 条 
FF Q=I,. 

AW ALONA = (0) kk S AL AREA 
向 基 构 成 C" 的 基 . 据 此 可 证 明 

Q = LT- L" = L(L"L)- L', 

即 @ 为 向 -CL) 的 正 交 投影 阵 .但 r(Q)=r(L)=p, 因 而 Q= 
L,. 推论 证 毕 ， 

现在 考虑 MUO? 若 (6.4. 2) 成 立 , 从 定理 5,1.4 有 


DO 
1 0 |P., 


Mt? = P,| 0 pun 
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于 是 我 们 证 明了 如 王 定 理 . 

定理 6.4.2 EER 6.4, 1 条 件 下 ， 
i: L*} (1,23 2 (7 — T- L" Q PLT- T- L. gam 
L 9. Q° LT — QU’? ae Q) J 

(6. 4. 9) 

这 里 T HQ HX le ew. 4.1. 

对 于 其 他 的 人 ,7 ,1)- 道 ,在 一 般 情况 下 , 类似 于 
(6.4. 9) 的 结论 并 不 成 立 . | 
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SERE MOUERE 


KHEANHCSA AAEREN, E Í 
都 是 和 矩阵 的 一 种 偏 序 关系 . 

所 谓 偏 序 Cpartial ordering ), 是 指 在 一 个 集合 上 定义 的 
一 种 关系 , 记 为 “>”, 它 满足 如 下 三 条 性 质 ， 

(a) ” 自 反 性 ;对 一 切 xE5, 总 有 x> 工 成 立 ， 

(b) 传递 性 : 若 z.y\xES, 且 zyyy>z， 则 必 有 r> 


Cc) 车 zyES, 且 地 >y 和 y> 工 同时 成 立 , 则 必 有 r= 
ye 

FEE MT 8 PF 63 38 S HREM PIR > fü > 之 
BJ, BARR z>y R yrr RL. BRE GEEK zy, 
两 种 关系 o> y 或 y> = BERRE. 这 就 是 称 此 关系 为 partial 
ordering 的 原因 所 在 ， 

EC BA = oF 而 应 用 最 广泛 的 是 Lowner i 
JF. 本章 只 讨论 含 广义 道 的 Lowner 偏 序 ,至 于 一 般 情况 下 的 
Lowner 偏 序 以 及 其 它 两 种 偏 序 读者 可 参阅 王 松 桂 等 (1994) 
及 其 所 引文 献 . 

车 5 282 n Br36e E Hermite 阵 的 全 体 . 若 A.B C S, AE 
E A— B20, MIRE Lowner MMF B JR A, 129 BSA sË 
AZB. 容易 验证 ,S 上 的 这 种 关系 是 一 种 偏 序 , 称 为 Lowner 
偏 序 . 特别 当 A 一 8B>>0 时 , 记 为 4>8 或 8B<A. ` 

本 章 的 内 容 安 排 如 下 ;在 $7.1, 给 出 了 4+ 扫 8+ 的 一 些 
充 要 条 件 . S 7. 2 和 § 7. 3 讨论 了 著名 的 Cauchy-Schwarz 不 等 

178 


式 和 Kantorovich 不 等 式 的 矩阵 形式 . 这 两 节 主 要 总 结 了 本 
书 作者 之 一 与 其 合作 者 的 论文 Wang 和 Liski(1996)、Wang 
和 Shao (1992) 以 及 Lin 和 Neudecker(1995) 等 的 部 分 新 结 
” 果 . 在 这 些 论文 中 ,作者 们 提出 了 证 明代 数 事实 的 一 种 统计 学 
途径 . 


§7.1 AtB 
假设 AS B>0,AMELEN ASR. ER 4 之 召 之 0 的 


情形 ,对 任何 形式 的 广义 道 , 相 应 的 结论 并 不 总 是 成 立 . 例如 
2 1 


0 
BRA 和 中 不成立. 下 面 我 们 讨论 At < B+ HETREAR 
f*. | 
我 们 先 证 明 几 个 引 理 . 
引 理 7.1.1 设 4 守 8B 之 0, 则 ABCA). 

”证明 根据 定义 ,4 之 B 久 对 一 切 x,x' Ar2x" Br. FH x€ 
ACA), W y" Ax=0, AA x" Bx=0. 于 是 xEH(B)+. 这 
就 证 明了 

AACA) (B>, 
(Ast, EMBO (BC. (A). 引 理 证 毕 ， 
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引 理 7. 1.2 ASO, BSO. M ASB 4A AB) 
(A) A(A—B) A> Of] Et Riz. 

证 明 ”结合 上 一 引 理 , 必 要 性 的 证 明 是 容易 的 . 下 面 证 明 
充分 性 . 因为 CAAT) = (A) ,于 是 ` 

A(A — BAS 0 

ex" ACA — BDAx È 0, H x E C 

Sx" AA+ (A — B)AA* x > 0,3%} — U x € C. 
这 就 证 明了 

AA* (A — B)AA*> 0. (7.1.1) 

因为 44+ 是 向 (AA IE RRB RA AAA = A. 再 利用 
M(B) (A), AAtB=B,BAA* =B. 于 是 (7, 1.1) SHY 
于 ASB. iE #. 

引 理 7.1.3 i= A.B Hy Hermite E£, AZ0,B20. Wl A 
之 B 44 EL (iZ 35 ABTA), ABAT 1,50 B A (BA) 
为 B4 的 最 大 特征 值 ,并 且 它 与 4- 的 选择 无 关 . 

证 明 依据 引 理 ?.1,1, 问 题 归 结 为 在 条 件 CBC 
-到 (4) 下 ,证 明 ASB 5 A (BA) <1S Th. 再 利用 引 理 
7.1.2, 问 题 进一步 化 为 在 条 件 ABCA) FUE 

A(A — B)A > 068A (BAT) < 1. (7.1.2) 

AB An BRE. 对 A 作 满 秩 分 解 :4 二 TT* ,这 里 了 为 

nXr a r—r(A). 于 是 

A(A — B)A > 0ST" (A — BOT > 0. 

再 用 (7 "7) (ZARA AREA. HUST, E 
el — U BU > 0 
A, (U BU) <1 
A, (BUU') <1 
SÀ (BAT) < 1, 
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这 里 利用 了 At=T(T*T) -了 "一 TD" , (7.1. DIJE. 

最 后 我 们 还 需要 证 明 : 对 一 切 A” A, CBA”) =A, (BAt). 
事实 上 ,因为 ACA) RTA ABTA) E 
BYA-B3 与 广义 逆 4- 的 选择 无 关 , 于 是 

À (BA~) = A, (BTA~ B7) = a,(BTA*t BT) = 1 (BAD). 
这 就 完成 了 定理 的 证 明 . 

现在 来 证 明 本 节 的 主要 定理 (Milliken 等 ,1977). 

定理 7.1.1 É A, B 为 同 阶 半 正 定 Hermite 阵 . 则 下 列 
任 两 条 可 推出 第 三 条 . 

(a) AZB; 

(b) BT+—At; 

(c) rCA)=r(B). 

证 明 证 明 分 如 下 三 部 分 , 

(1) (Ca) #l(b)=>(c). 应 用 引 理 7. 1. 1, 得 

A > BDAB) C (A), 
Bt > At => (At) CB"). 
但 是 OCA) = (AT) (BB) = AB) FB. 

AB) C (A) = (At) C (B+) = AIB), 

这 就 证 明了 (A) = (B), Ç B #S#6r Y rCA)= (B), 

(2) (a) Fl (=> (b). A (BB) = (B+), # (A) = 
MCAT), A3B]887. 1. 3 得 

A> BS. (B) C ACA) à (BAT) <1 
SABH) C (At) A, (BAT) < 1 

| (BY) = (At), ABA <1, (7.1.3) 
这 里 在 最 后 一 步 利 用 了 rC(At+) =r (A) =r(B) =r (Bt), 注意 
到 4 (BA*) = a, (AT (B+ )+), 再 次 利用 引 理 7.1,3, 得 知 

181 


(7. 1. 3) 等 价 于 (b). 

(3) (b>#l(c)= a) 在 第 二 部 分 的 证 明 中 ,我 们 实际 上 
TE HH T FERRE (oO) F: Sb). AFL ERIE BH T Cb) l(c) => 
(a). 定理 证 毕 . 

这 个 定理 表明 ,由 4 之 中 ,一 般 并 不 能 推出 A <+, AN 
更 不 能 推出 AS OBO 1 Wu (1980) TERA T XIE: 
“BE SE Hermite ME 4 #0 BL AZB, MERE A MB ,使 
得 A SB RY BAR RCH ij. 1)- +b FË 
37. 


§7.2 Cauchy-Schwarz Hi BASH 


本 节 所 讨论 的 矩阵 和 向 量 都 是 实 的 . 假设 x+,yE R", 著 名 


的 Cauchy-Schwarz 不 等 式 为 
(x'y)? <= CG! xy(y' y). (7.2.1) 
E AC R'”",A2>0, JA (7. 2. DAB REM 
(xy)? < x Ax + y'A ly. (7.2. 2) 
当 x=y H xz 一 1 时 ,上 式 可 改写 为 
(xX AX) K x A`. (7.2.3) 
Marshall 和 Olkin(1990) 将 上 式 推广 为 如 下 矩阵 形式 ， 
| (X'AX) ! < Y'A- X, (7.2. 4) 


XE X 3 nx p SE EE, AME XX= (üE BJ WL ERES 
(1994),p. 217 或 推论 7, 2.2). 近年 来 许多 学 者 对 (7. 2. OKT 
种 种 形式 的 推广 , 本 书 作 者 之 一 与 Liski( 见 Wang 和 Liski 
《1996) 用 最 小 二 乘 统一 理论 ( 见 本 书 定 理 9. 3. 5) 导 出 了 一 个 
频 有 用 的 偏 序 关 系 , 应 用 它 可 以 很 容易 获得 许多 重要 的 抢 阵 
不 等 式 . 主要 结果 总 结 为 下 面 的 几 个 定理 和 推论 ， 
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定理 7.2.1 EVER. V0, XER™. 则 对 任意 一 对 
满足 
I AX = BX (7.2.5) 
É kX n EJE A Hl BA | 
BX(X'T- X) X'B' < ATA', (7.2. 6) 
其 中 了 = 十 XUX VER HMR USO er (MT) =r (X : 
V). k—J (XY) CLAW), l 
BX(X'V- X)” X'B' < AVA’, (7.2. 7) 
这 里 (7. 2.6) 和 (7,. 2.7) 的 左 端 与 所 会 广义 道 的 选择 无 关 , 且 
HRS Fit Sr 3⁄4 El (X EEE H, E1 
VA' = XH. (7. 2.8) 
证 明 ”考虑 线性 统计 模型 
y= XB 4 E, Ee) = 0,Cov e) =V, (7.2.9) 
这 里 ?为 = 上 X1 观 测 向 量 , 天 和 如 定理 所 设 ,B 为 p X13531 
参数 向 量 ,5 AnX 1 随机 误差 向 量 . 记号 FOR £ 的 均值 向 
量 ,Cov (e) 32 Ü 的 协 方差 矩阵 ， 
记 w= XB, Ay 为 By 的 无 偏 估 计 , 则 由 EC(Ahy) = Bu= 
BXP, 对 一 切 PER? 成 立 , 可 推 得 A,B 满足 (7. 2. 5), 再 记 
p= Y(X'T- XY Y'T- y, 
依 定 理 9. 3. 531, Buy Bu 的 最 佳 线性 无 偏 估计 (Best Linear 
Unbiased Estimator, ffi BLUE), 其 协 方差 阵 为 
Cov(B ü) = BIX(X'T- X)- X' 一 XUYX'TB', 
本 是 Cov(B Z)<<Cov (Ay) , Hil 
BUX(X'T- X) X' 一 XUX' JB’ < AVA’, 
此 式 等 价 于 (7, 2.6). F(X) CMW) RM U=0, JE T 
=V, ZRC. 2. 6) 就 化 为 (7. 2.7). 再 应 用 引 理 9. 3. 2 可 推出 ， 
为 Bu ËJ BLUE 当 且 仅 当 存在 矩阵 占 ,使 得 (7. 2. 8) 成 立 ， 
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BN C7. 2. 6) 和 (7. 2.7) 等 号 成 立 的 充 要 条 件 为 (7. 2. 8). 定理 证 
毕 . 

(7.2.5) 是 一 个 非常 弱 的 条 件 ,我 们 可 以 找到 很 多 的 矩阵 
A H BREE, RTAC. 2. 6538 (7. 2. 7) ü] UBANE E EE 
不 等 式 , 它 们 都 可 以 看 成 (7. 2. 4) 的 推广 形式 . 为 符号 简单 计 ， 

在 下 面 的 推论 中 ,我 们 用 4 代替 了 定理 中 的 ,并 且 只 考虑 
CX) CATE. 对 一 般 的 情况 ,读者 不 难 写 出 相应 的 
不 等 式 . 
推论 7.2.1 ACR, XOR*’,AS0,@(X)C 
CA). 
(a) ”对 任意 的 BE RA Y € R” A 
Y'BX(X' A` X) X'BY <Y'BAB'Y, (7.2.10) 
SS RILOM TEM W,AB Y=XA 成 立 ， 
(b) X(X'A X) X SA, CT. 2.11) 
1 TO (X) = (A). 
(Cc) 对 任意 天- ,有 E 
X(X'A X) X'KXX ACX- YN, (7.2.12) a% 
SSM WOE RE WEIR ACKX =XH. - - 
(d #X'X nm, 
(X'A- X) < X- A(X-)'. (7. 2.13), 
Ce) EWOH r(X'WX)=+(X) , W 
X(X'A- X) X' < XOY'WX)- X'WAWX(X'WX) X', 
SS Ro REM 吾 ,使 得 
AWX(X'WX) X' = XH. 

WAR (a) 在 (7.2.7) 中 命 4 二 8 一 Y'D, 再 将 D 和 VV 
别 改 记 为 BB 和 4, 即 得 (7.2.10), 相应 地 , (7. 2.8) 9 ABH- 
二 XH. 于 是 (a) 得 证 . eae soe) 
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(b> 在 (7.2.7) 中 选 A= BI, BV 改 记 为 4, 得 
(7.2.11). 

(c) ELDR, RM A=XX-,B=1. 显然 它们 满足 
(7.2.5). 1 V BIA A, 8 (7. 2. 12). 

(d) Fe X'X BG, ACA XD án X(X' Y) 12y EZE fe 
MARC. 2.12) 的 两 边 , 便 得 到 (7. 2. 13). 

Ce) 因为 在 条 件 CX! WX) =r (XK) F ,X(X'WX) X'WX 
一 下 ,于 是 在 (7.2.7) 中 取 A=B=X(X'WX)-X'W HK V 3 
和 4 便 得 到 所 要 不 等 式 , 推论 证 毕 ， 

在 (7.2.12) 中 , 左 端 与 所 含 的 广义 道 选 择 无 关 ,而 右 端 却 
ial” MAR. 若 特别 取 Moore-Penrose 广义 道 , 便 有 
X(X'A* X)t X' K XXH A(Xt'X'. 

推论 7. 2. 2 i A>O,X'X=],. 则 
(X'AX) 1 < 于 (41 大. (7. 2.14) 
证 明 因为 A20,6k -UY(X)CAHC4) 自 然 成 立 . AXA 
X FP ALFA AFC 7. 2. 11) 两 边 ,得 
(X'A-1X) < Y'AX, 
它 等 价 于 (7. 2.14). 证 毕 . 
《7,2.14) 就 是 Marshall 和 和 Otkin (1990) ER ae 
x. 
在 上 面 的 定理 和 推论 中 ,我 们 分 别 要 求 ACAN) 
K(X) CAA MY. 下 面 放弃 这 个 假设 ,建立 另外 一 类 
FA. 
定理 7.2.2 VER”, V20, X € R”. jË P, 为 向 
YQ(V) 的 正 交 投影 阵 . 则 对 任意 一 对 满足 
~ AP,X = BP,X (7.2.15) 
““kXn BRA A BLA 
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BP,X(X'Vt X)t Y'P,B' < AVA’, (7.2.16) 
Se RVOREEE HEA 
VA’ = PXH. (7.2.17) 
证 明 AA (P,X)C- (V), TE 387.2. LEH PyX 
REX, HAR | 
PyV- P, = V* , 
(7.2. 5) 、《7.2.7) 和 (7. 2. 8 SP BHE (7. 2.15). (7. 2. 10E 
(7.2. 17), EEE. 
在 (7. 2. 16) 中 分 别 选 择 A= B=Y' fl A=B=Y'V, FHV 
为 4, 便 得 到 下 面 的 推论 . 
推论 7. 2.3 W AC F”, AZ20,X € R” YER”, Qi 
(a) Y'P,X(X’AtX)*X'PAY<Y' AY, 
SEREH, FEER WES AY’ = P. XH. 
(b) Y'AX(X'ATX)*X'PAV<Y'A'Y, 
FS 4 A OR AY=P,XH. 
下 面 一 个 推论 包含 了 半 正 定 阵 的 震 ,为 此 ,我 们 先 引 进 如 
FEX. 
BAER”, ADO. 则 存在 nxn 正 交 阵 分 ,使 得 
A 9 
oe o| 0 gj2， 
这 里 A=diaglA Apso A) A0 si =l, r ,r=r(A)., EM 
š A 0 
A =o] 0 012 
这 里 s 为 任 一 实数 ， 根据 这 个 定义 ， 容易 验证 Ao = P, B. 24 
r(A)=n BJ, A’ =], f 
fE(7.2.16)f1(7.2.17)rR, $ X=V`UZ,A=B=Y,bM J 
HVA 2 分 别 换 成 4 和 下 , 便 得 到 如 下 结论 . 
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推论 7.2.3 I AC R” ,AZO0,X € R>? ,y € R"><, Ml 
YAS XX AX X'A T Y < YAY, 
36 = A 34 A 4 Ee H 使 得 
AY = AF XH, 
这 里 为 任 一 实数 . 
对 矩阵 A.B 其 它 的 选择 ,还 可 导出 一 些 有 意义 的 矩阵 不 
等 式 , 详 细 讨 论 见 Wang 和 Liski(1996). 


$9.9) Kantorovich 型 矩阵 不 等 式 


设 ACR" ,A>O.x HnXlLE BR RE y'x=1. iÉ A> 
>A 为 4 的 特征 信 . 则 
: (A, + A 


f -anl 
x' Axx Axe Ç aA, 


这 就 是 著名 的 Kantorovich 不 等 式 , 关于 (7. 3.1) 近年 来 有 
种 种 形式 的 推广 .一 类 推广 是 将 向 量 x RMX 或 了 ,然后 
研究 其 行列 式 的 上 界 ,Bloomfiled 和 Watson(1975)-5 Khatri 
和 Rao(1981) 的 工作 就 属 这 一 类 , 另 一 类 是 将 向 量 x 换 成 竺 
阵 蕊 之 后 ,考虑 形 如 


XAIX < 


(7. 3,1) 


A e wan (7. 3.2) 
BY die FF LA De ES EG AERE XX=. (7. 3. 2)J Mar- 
shall 和 Olkin (1990) iE BABY. 本 节 将 讨论 (7. 3.2) 种 种 形式 推 
广 的 某 些 重要 新 结果 . 主要 材料 取 自 本 书 作者 之 一 与 邵 军 ( 见 
Wang 和 Shao(1992)) LU & Liu 和 Neudecker(1995) 的 论文 ， 
和 上 节 相 类 似 , 我 们 将 利用 统计 定理 证 明代 数 结论 、 
我 们 先 证 明 几 个 引 理 . 
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引 理 7. 3. 1 (Kantorovich 不 等 式 ) 12 AC R", A20:. 


则 对 任意 nnX1 非 零 向 量 x, 有 
XAXA (A, +A)? 
(xx)? < AA. ° (7. 3. 3) 


XE AM à A A 的 最 大 和 最 小 特征 值 . 

证 明 设 Q 为 nXn 正 交 阵 ,使 4 一 QAQ', 这 里 人 一 diag 
Aset sAn) dizat An A A BIEI. 记 u= Q'x, M (7. 3. 3) 
等 价 于 

u Au su Aux ATA ° LCA A y 
2 2 . 
su | x Ey Alu . u| pp A u < uu. 
利用 几何 平均 不 超过 算术 平均 ,可 推出 上 式 成 立 的 一 个 充分 
条 件 为 


p PE nt sume , 
Seek a pA ian 


但 此 式 等 价 于 


A, Ai | 
Le Tira Sls ns ne 


| SCA ADA ADO, T= Laveen, 

引 理 证 毕 . l 
为 了 引进 下 一 个 引 理 ,我们 考虑 如 下 线性 统计 模型 : 

y = XP + e. Ee) =0,Covee)=V, (7.3.4) 

这 里 y 2 n>X< ILM LX Hax p BR (XK) =r<p. BH 

PX1 未 知 参 数 向 量 ,s H nX EIRE, EEM Cov (e) 4} Bil 

表示 的 均值 向 量 和 协 方差 阵 , 假定 VO. 

# cE ALX), RITER e 有 为 可 佑 函数, 因为 此 时 存在 向 

量 a, 848 wy 为 c 有 的 无 偏 佳 计 .c: 8 的 最 小 二 乘 估计 (Least | 
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Squares Estimator. iñiq LSE) 及 其 方差 分 别 为 
cB = e XX: X'y 
”和 
Var (eB) = (X'X)* X'VX(X'X)` c, 

Tie BHI BLUE 及 其 方差 分 别 为 

cB = (X'V'X)* X'V-ly 
和 

Var (e'B) =e (X'V IX)+ c, 
c 有 关于 c'B 的 相对 效率 定义 为 


RECeB) = Varco) 
Varte'B) 
它 度量 了 LSE 的 优 省 程度 , 下 面 的 引 理 给 出 了 RECP N -- 


+ F. 
引 理 7.3.2 在 线性 统计 模型 (7, 3, 4) 中 , 设 V 汪 0, 儿 之 
> 38 V 的 特征 值 , 则 


By > 44 和 _ = 
RECB) > F a (7. 3.5) 

证 明 设 
X = PAQ (7.3. 6) 


Ay X far ASP ek PER’ OCR” H. P'P=1.,Q'0= 
I, : 
A= diag (6, gees 0.) Oy > 0, = 1, yr, 


r=r(A). 因为 cB 可 估 , 所 以 存在 a, 使 得 c=X'a, 于 是 


过 OXCXV IX) X! 
RE ¢e'B) = OVE (7.3. 7) 


其 中 P y=X(X'X)tX'.3M⁄(7.3.6 4 N (7.3. DHS u=P'a, 
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得 

A ‘(Py Py 
在 Cauchy-Schwarz 不 等 式 (7. 2, 2) P, RR A= P'V !P , RN 
有 


(7. 3. 8) 


wuy? < u' PV Pu » u (P'V-IP) lu, 


等 价 地 
u' (P'V-!P)—-`u => wu) 
=u P'V— Pu’ 
代入 (7. 3.8), HG w= Pu, HA w'w=u u, (7. 3.8) 48H 
RE(e'B) > — ew” 44,4, 


wV -iw w Vw > C+ Ad?! 
最 后 一 步 利 用 了 引 理 7. 3. 1. 证 毕 . 
Bik AH B EA n ER. 在 线性 模型 (7. 3. 4) 中 ,用 
ACRE ,并 用 BUER IARAA 
BYty = B XP + £, Ele) = 0,Cov(e) = BY? A-1 BY? 
iË u=B*XB, W wy LSE 和 它 的 协 方差 阵 分 别 为 
u = B'2X(X' BX)* X'By 


和 
Cov(u) = B'2X (X BX): X'BA-'BX(X' BX)* X B^. 
E (7. 3. 9) 
而 4 的 BLUE 和 它 的 协 方差 阵 分 别 为 
站 
和 7 
Cov(u) = B22X(X'AX)t ¥'BY?, — (7.3.10) 


利用 引 理 7, 3.2, Wang 和 Shao(1992) 证 明了 如 下 定理 ， 
定理 7. 3.1 XER”, AMB BA n PIE. 
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Dr, 为 BPA Bay GEE. Wy 
X'BABX < = t G +t)" yr py cx AX)* X' BX. 


(7. 3.11) 
证 明 设 c 为 任 一 xnX1 实 向 量 . 利用 引 理 7. 3. 2 我 们 有 
RE(e'h) = a 
等 价 地 ， 
Var(zu) < 所 = ta) Varti). 
Re 的 任意 性 ,从 上 式 可 得 
Cova) < BFE” Coven), 


47, 
H7. 3.9)、(7. 3 IORA ERE MARMAR XB, AH 
BY*X 并 利用 X'BX(X' BX) XB=XB, A) 7. 3.11). E 
PRUE. 

在 定理 中 车 取 B=1, 则 得 到 如 下 推论 . 

推论 7.3.1 设 4ER A>, AS SA 32 A 的 特征 
fi. XE R>: rp (KO<p. Ml 


| | 
Ya X< BE raan X'X. (7.3.12) 
Æ X'X Wt, Wy 


(XK AIK (RX) < @ AD 


ma, AK. 
(7. 3. 13) 
特别 当 X'X=I, 时 ,上 式 变 为 


f 二 一 】 (À, + A,)? t 一 
X'AUX < ——— A (X'AX)™, (7. 3. 14) 
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(7.3. 12) 的 右 端 的 Moore-Penrose J” W. j OT PARR AR {1}- 
道 ,这 就 是 说 ,《7. 3. 12) 的 右 端 与 所 含 广义 道 的 选择 无 关 , HK 
| Cer RREN 留 给 读者 做 练习 . 
在 定理 7. 3. 1 中 , 令 4= 了 并 将 8 换 成 A, 我 们 得 到 
推论 7. 3.2 在 推论 7. 3. 1 的 条 件 下 ,有 


A + 4,9? 
AÀ À, 


这 里 Py =X CRN) OX. X'X=1,, 
(À, + A)? 
4A, A, 


XAX < X'AP,yAX ， 


MAX < 


推论 7.3.3 ik ACR", A>O. BAS AAA 
(Ay, Ai, 一 1 A" A) 
T | Aa pa Mi a al 
其 中 Ai Al AHJA mxm HE. 则 
(À, +24.) 
4A,A, 
证 明 在 (7. 3.14), BY 


(QU AX). 


Al < — 1 —Ar;'. (7.3.15) 


便 得 到 (7. 3. 15). 证 毕 . 
Liu 和 Neudecker(1995) 应 用 Wang 和 Sha6(1992) 的 方 
法 ,将 上 面 的 结果 推广 到 4 之 0 的 情形. 他 们 的 主要 结果 可 归 
纳 为 下 面 的 定理 ， 
定理 7. 3.2 jË AC R XER”. 
(a) GA>O.A See DA AA WJ EFF IB, 则 
(À, + AL? 
4A, A, 


X+ AX < CU AX)" (7. 3.16) 
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(b) # AZ0,A DA. WA 的 非 零 特征 值 ,A (x )C 
tt CA). IIJ 


(A + A)? 
4À 4, 


证 明 (a) 在 线性 模型 (7. 3, 4) 中 ,将 改 为 4, 利 用 引 
理 7. 3. 2 得 


e (X'X)1 X'AX(X'X)t c < 


Xt AX =< (X'A* X)*. (7. 3.17) 


(A, + 4)? 
4A,A, 


因为 存在 ca, 使 得 c= X' a, MENG] RBA 


(À, + A,)? fa-—l T 
AL. OX XA !'X)1 Xa, 


事实 上 ,上 面 的 不 等 式 对 一 切 e€ R" 都 成 立 , 再 利用 P, = 
XX` ,得 


c(X'A UX) c. 


oa PyAP ya < 


XX+ AXX < Q FAY yA + X'. 
LAA, 
因为 XX*=(XX*) =CX*) ,上 式 可 进一步 改写 为 


(A, + Aa)? 


ta-l¥yt+ y 
IAA, X(XW'A 1X)7 X'. 


XX A(X VX < 


此 式 等 价 于 (7. 3.16). 
(b) # ASO (A=r. MEE QER” Q Q= 18% 
| A= QAQ, 
A = QA :Q', 
其 中 ASdiag (iA), EM Y=Q X€ R”. AH ADO, 
(7.3. 16) 中 用 A (RE 4, 用 7 REX, 


(A, + A.) 2 
4AA, 


利用 定理 4. 2. 2(d) 易 证 X+ =¥*O’ ,所 以 
Yt AYT’ = y+ Q'AQY!' = Xt AX"! A 


Y* AY < (V'A 'Y)*. (7. 3. 18) 
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YAY = Y'QA-:QX = X'At X. 
将 此 两 式 代入 (7. 3.18), 即 得 (7. 3.17). 定理 证 毕 ， 
关于 这 一 方面 的 更 多 结果 ,读者 可 阅读 Wang 和 Shao 
(1992) 以 及 Liu 和 Neudecker (1995). 
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第 八 章 广义 逆 的 计算 


关于 普通 逆 矩 阵 的 计算 ,文献 中 已 经 有 了 许多 行 之 有 效 
的 方法 . 广义 道 矩阵 作为 普通 道 矩阵 概念 的 推广 , 当 我 们 要 
计算 它 时 ,很 自然 希望 把 它 归 缚 为 通常 道 矩 阵 的 计算 ,这 是 本 
章 要 讨论 的 许多 计算 方法 的 核心 ， 另 一 方面 ,矩阵 维 数 直接 
涉及 到 算法 的 计算 量 的 大 小 , A RRR Mee 
的 维 数 ,是 一 个 很 重要 的 问题 . 在 这 里 ,分 块 矩 阵 是 一 个 有 力 
的 工具 . 

本 章 主要 讨论 4+ 的 计算 . AA AMBRE (807.0 ,7)- 
it, SPUR At ,也 就 得 到 了 一 个 AMO. 我们 侧重 于 介绍 
计算 公式 ,其 中 一 些 ,把 计算 4A" 或 其 它 广义 逆 归 结 为 普通 逆 
的 计算 , 另 一 些 给 出 了 和 迭代 公式 . 有 了 这 些 公 式 , 具 体 计算 就 
可 以 利用 计算 方法 中 已 有 结果 (参阅 王国 荣 (1994)). 


$8.1 基于 满 秩 分 解 的 方法 


窍 阵 的 满 秩 分 解 在 广义 逆 的 计算 中 ,占有 特殊 重要 的 地 
f. RERRA ÆRA EURA RHE AH NOUS y 
通道 矩阵 的 计算 ， 

我 们 用 CP 表示 秩 为 的 m X n EHAR. BAS 
C” WAR FEC MGC FB 

A= FG, (8.1.1) 
这 就 是 所 谓 的 满 秩 分 解 ( 见 定理 2. 4. 5). 根据 定理 4.1.32 
推论 ,我 们 知道 
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AT = G* (F‘ AG')UF* (8.1. 2) 


= G"(GG") OCF’ F) F". (8.1.3) 
特别 , (a) 2 AECT 时 
4+ 一 (A*A) A: , (8.1. 4) 
(b) 3⁄4 AEC% 时 | 
| At= A" (44 71， (8.1. 5) 


| 这 里 给 出 了 利用 满 秩 分 解 求 4+ 的 计算 公式 ,自然 , 它 也 
提供 了 计算 出 一 个 AD, AEP, ATY A ALED dag lis j 
eodh- SCTE . 
Ë 对 于 求 一 个 矩阵 的 满 秩 分 解 , 文 献 中 有 许多 方法 , 例 
如 化 阶梯 形 法 .高 斯 消去 法 .Householder 变换 法 等 . 这 些 可 
以 在 一 般 计 算 方法 的 书 中 找到 ， 


$ 8. 2 ”基于 分 块 矩阵 的 方法 


设 4EC7 ,因为 "(4) 一 ,于 是 至 少 存在 一 个 > 阶 子 阵 
是 可 道 的 . HER 4 的 行 与 行 和 列 与 列 , 可 以 把 这 个 可 逆 子 
SBA 的 左上 角 , 妈 存在 置换 方 了 泗 P 和 0Q, 使 得 

A, A, 
Mi Pi a) 

其 中 An EC. 这 时 Any Ay 41 和 As Aa FRA : 

3 引 理 8.21 An=AnAn Á- 

证 明 iz 


(8. 2.1) 


I 0 
A= | = |, 
a A, Aj; I 


1 Ay Ai, 
0 了 | 


| 
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a 
这 里 Ani =An—AnA Are AWW: FA, ARDS, Fe 
r(H, PAQH,)= rln) + r(A,,.,) = rCA) 

| = (Ay) = r. 
因而 r(A d) =0,8) An SAJAD Ay. 引 理 证 毕 . 
E Arla Srl =r, 于 是 存在 TEC*" MSE 
c->» ei 
be Aj, | 1 N 
| Aes |= |T, CAs 1 Ag) = SCA), $ A). (8,2,2) 


Ay | 
利用 引 理 8.2 1,48 
Ag: = AnA Az = SALAD Anf = SAT, 


所 以 PAQ 可 改写 为 


则 ree = | 各 
1 2 Ce A 


I 
PAQ = [Jaa ; T). (823) 
EMF P fl 为 置换 阵 , 有 P =P, g =Q. 因而 
A= p| Au : T)Q'. (8.2. 4) 


利用 这 个 分 解 式 ,我 们 可 以 证 明 如 下 定理 : 
定理 8.21 设 4ECr”, 且 可 表 为 (8.2.4), 其 中 4 6 
Cr POA ERE . WH 
(a) 息 的 一 个 人 ,2}- 道 为 
ae 
0 0 
(b) 4 的 一 个 人 ,2,3)}- 道 为 


ADDED 一 Air Ol " 
Q 0 (+ S'S) + Ss")P. 


ADD 一 o| 
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(c) 4 的 一 个 {1,2,4)}- 道 为 


E 1. ' l 
Ale = el. |a, + TT") (Aj! : OP. 


f, 
(d) Ate o 7. |a, +TT* AR U, — S* 8)” 


(F, : SJP. 
证 明 记 
P= P| a, G = (1 : T), 
则 (8. 2. 4) 变 为 


A = FG. 
Kk F€ c, G€ c. WERE 4 的 满 秩 分 解 . AA 
《8.1.3), 立 即 得 到 (dq). 前 面 三 条 可 以 用 定义 去 直接 验证 ， 定 
Bike . 
(d) 给 出 的 计算 4+ 的 公式 , 称 为 Noble 公式 ( 见 Noble, 
1966). 
定理 822 设 4ECzx", 且 分 块 为 
4 一 ie Bale 
As Ax; 
其 中 (4 一 r(4) 一 r，, 则 
I A 
AW = (Ar EADM" Pi | ; (8. 2.5) 
这 里 
Any? 
M =| (Aji ama |" | 


”证 明 在 条 件 r(4)=r(4n) 下 ,利用 (8.2,2) 将 4 改写 为 
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re | An pw es A (Aut Ay) 


这 里 | 
I. _ 
r= ç): G = (A : Ay). 


应 用 (8.1.2) 便 得 到 (8.2.5). 证 毕 ， 

本 节 的 两 个 定理 都 是 利用 分 块 抢 阵 ,把 求 一 个 大 和 拖 阵 的 
广义 逆 的 问题 归结 为 求 可 道子 矩阵 的 通常 逆 的 问题 . 这 样 ， 
经 降低 了 所 处 理 的 矩阵 的 维 数 ,又 把 求 广义 拷问 题 化 为 求 通 
常 逆 的 问题 . | 


S83 ”基于 镶 边 矩阵 的 方法 


在 上 一 节 , 我 们 讨论 了 基于 分 块 矩 阵 求 广义 道 的 方法 . 
这 个 方法 的 核心 是 用 分 块 的 方法 把 一 个 大 矩阵 训 分 为 小 的 含 
AR iF PER RE. 与 此 相反 ,本 节 是 用 镰 边 的 方法 
把 一 个 小 的 矩阵 扩充 为 大 的 可 道 阵 ,利用 求 大 矩阵 的 逆 答 阵 ， 
来 获得 小 矩阵 的 Moore-Penrose 广义 道 矩阵 , 
HAEC”, $ EIDE BE 
A K 
Y 0 
Xt X AY 加 上 适当 条 件 , 可 使 M AA, A M-: 来 求 
At. 
定理 8.31 BACCT™ ECxxo YEc™o-, Be 


Mu =| (8 3.1) 


E 
(a) A(X)= VA"); 
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(b) -和 (7) 一 NCA), 
则 由 (8. 3. 1) 定 义 的 矩阵 M 是 可 道 的 , 且 
At oe) 
Xx o 


ens 


证 明 ”我 们 要 证 明 
‚AA+ XX*+ AY"+ 
Y* At Y'Y' ， 
由 假设 条 件 (a) 及 定理 4.2.4, 得 
(X) = NA') = AA). 


= T P (8, 3,2) 


因为 
XX = Pleat) = Paws 
AAt = P gaat) = Paw» 
于 是 
AA + XX+ = P. ¿o + Paw = Paw + Print = Ln 


(8. 3. 3) 
利用 A* A 是 Hermite 阵 及 假设 条 件 (b), 得 
Y*At = Y* At AAt= Y’ (At A)"At= Y"A"AT At 
= (AY)‘At At = 0. (8.3.4) 
类 似 地 ,利用 YY Hermite 阵 及 假设 条 件 (b), 有 
AY*” 一 47Y+ ”一 4(Y+y7+)， = A(Yt (¥Y*)")* 
= AG(Y+ Vt'Y")" = AY(Yt YT Y = 0. (8.3.5) 
最 后 ,由 假设 知 ,Y* 是 行 满 秩 的 ,利用 定理 3.2. 2(c) 得 
YY" =l. (8. 3. 6) 
综合 (8.3.3) 一 (8. 3.6) 就 完成 了 (8. 3.2) 的 证 明 . 定理 证 毕 ， 
推论 8.3.1 HAcc™’,xec™”” Yer’? ” ARE 
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(b) AY = 0, YY =I,_,. 
则 
A X 
Maly o! 
Y° 0 
Aa WY E, H. 
A Y 
Mo = 
z s| 


证 明 H Oa R ECO, (X)= (A). 再 由 
(OHE y € CIX H (Y= (A). 因此 定理 8.3.1 的 条 
件 成 立 , 故 


Mo | Y | 
lr 0 
问题 归结 为 证 明 ，; 
Y¥=¥Y**, X+= X'. (8 3 7) 


但 是 ,从 外 和 Y 为 列 满 秩 及 定理 4.2.2(d) 可 立即 推出 
(8.3.7). 推论 证 毕 ， 

定理 8.3.1 和 推论 8. 3.1 表明 , 求 4+ 的 问题 可 以 归结 为 
求 镶 边 矩阵 MH PME. 在 定理 中 要 求 选择 于 Ee 
Cae ,了 EC xX" BE 

A'X=0, AY = 0. 
LSS X BB m—r 个 列 向 量 为 线性 方程 组 4"x==0 的 区 一 + 
个 线性 无 关 的 解 ,而 了 的 ”一 > 个 列 向 量 为 线性 方程 组 Ay= 0 
的 n—r 个 线性 无 关 的 解 ， 而 在 推论 中 ,还 进一步 要 求 将 这 些 
FRERE MER X X=] Y" Y= AER, 
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我 们 把 求 4+ 的 问题 化 为 求 两 个 线性 方程 组 4"x 一 0 和 Ay=0 
的 基础 解 系 以 及 镰 边 矩阵 M 的 普通 道 矩阵 ， 


§8.4 迭代 方法 


HACC", Rif] Wi» el -C4) 的 正 交 投影 阵 为 
P, = AA”. 
HIE, ERFIN X€ CK" ,一 0,1，2,… 作 为 4+ 的 近似 ,其 近 
似 程度 可 用 残 其 
R, = P, —AX,, 大 一 0 2 (8. 4.1) 
来 度量 . 显然 , 当 XAT R 0. BUS X,, RNR 
代 公 式 为 | 
Kini = X, + X.R,, & = 05152400 (8. 4.2) 
在 这 个 和 迭代 公式 中 ,及 包含 了 P4; 因 而 也 就 包含 了 A+. 为 了 
克服 这 一 缺陷 ,我 们 取 Xo 满足 
| X, = XP, (8.4.3) 
这 是 很 容易 做 到 的 .只 要 取 X, W E eX," ) CMA) 
可 .于 是 
XR, = Xo (P, — AX,) 
= X,(I — AX,) (8.4.4) 
代入 (8. 4. 2) ,得 到 选 代 公式 
X, = X, + XU — AX), 天 一 0,1 2 (8.4.5) 
RITER , 8 AREARE X, , (8. 4. 4) 定 义 的 序列 X, 
一 4 先 证 明 几 个 引 理 
HAEC™ ACA G=1, 8 4 的 特征 值 , 记 
P(A) = max { [ACAD }}, 


202 


称 p(4) 为 4 的 谱 半径 . 容易 证 明 , 对 任 一 相 容 范 数 上 41， 


otA) < |All, 
H P(A’) = (A), &=0,1,2,"". 
特别 当 4 为 Hermite 阵 时 
‘|All a= PFA) 
= (A). 


引 理 8. 4. 1 HACC, MPHLRSH: 
(a) e(A)<1; 
(b) A’—>0, 24 £—=oo; 
(co) I+A+- +A + CR, EAN I— A) `. 
证 明 RABY Jordan 标准 形 为 了 , 则 
A= PJP, 
其 中 J = diag (Jn (Ar) Fn, (Az) sett J, CAD)» 
如 ”为 生 的 全 部 特征 值 (参见 定理 2. 2.2). 于 是 
4 一 PPP, | 
P= diag( Jt, CA) Ite) FLOOD), 
BR, ANSTO A) O,7= 1,055 
这 里 


' f gr CAD É TICA) 
BAD aA e BE 
_ gp (A) 
J: Q) 一 z GA) #— |, 
g, (ÀD 


其 中 g, Q)= 2, gË ORR gI, (A389 t SM. 
a>. EË MAL AIA | <| ,i=1,°°,5, FEY k 
一 co 时 ， 
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gP) => 0, 
£ = 0,1,2, 5" -19 t= 1,58, 
Big k — oo W CAD 0, .一 1，…3， 
(b)= (a). 用 反 证 法 ,车 o (A) = 一 1, 则 必 存 在 一 个 特征 
值 ,其 模 为 1,28 A, , WI 
gË OA) 不 趋 于 零 ， £= 0,1,2, n. 
于 是 J (41) 也 不 趋 于 零 . 
(b)= (c). Æ A'>0. 8 EL uE RSH C(4)<1, 所 以 ,4 的 
所 有 特征 值 的 模 都 小 于 1, 于 是 了 一 4 的 特征 值 均 不 会 等 于 
零 , 因 而 I-A TJ 38 ° 但 
(I+ A+ Ab +e + 44) — A) = 1— AM, 
于 是 l 
J 十 A 二 A 十 十 A 二 (7 一 A) 一 Attl(T ADT 
当 &>co 时 ,上 式 右 端 第 二 项 趋 于 零 , 故 
I+ A+ + Abt oem Q — A)". 
(c)=>(b) 车 矩阵 级 数 
I + À + + + Abt oe 
收敛 , 记 其 和 为 S$, 则 它 的 每 一 个 元 素 都 收 黎 . 记 A= (af), 
则 S 的 人 ,7 元 为 
Sy = y tH aj ta Hee ay are 
其 中 E= iF-j 时 0i 一 1 不 然 为 0. 这 是 一 个 数 项 级 数 , 它 收敛 
的 必要 条 件 为 当 ke co af +0, Hl 4 一 0， 引 理 证 毕 ， 
KA, BEC™ EXN . 
-AAB)= (X = AYB,YEC™**}, 
-AAB)= (X € O>”, AXB = 0), 
分 别称 为 (4,8B8) 的 值 空间 和 零 空间 . 
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引 理 8.4.2 i AEC™, M 
X = A* OX € -W(A",A*),X € A(1). 

证 明 AA XE A OX BEBE AXA=A 的 解 , 依 

定理 3. 3. 1 RR EH 
X =At+Y— At AYAA*,YEC"™, (8.4.6) 

注意 到 ,A1E_A(A' A"), Y—-AtAYAAt € (A,A). BR 
内 积 (4,5) 一 tr4 B, Mi AA", AOR VASA EO 
的 正 交 补 空间 . 于 是 由 (8. 4. 6) 知 

X € 4(A",A* EY — A*AYAAt = 0=X = At. 


引 理 证 毕 ， 
现在 我 们 证 明 收 全 性 定理 . 
定理 8. 4.1 设 4EC”*" 关 0, 取 初 始 值 ,满足 
X, € H(A" ,A'), (8. 4.7) 
otRo) < 1, (8. 4. 8) 
则 当 &~>co 时 ,由 (8.4.5) 定 义 的 序列 Xi 一 4+, 对 应 的 残 差 序 列 
LEATA sk = 0,1,2, 6 (8. 4. 9) 


这 里 | "表示 任 一 相 容 范 数 . 
证 明 A XY EAC" ,A*), WW X HBS. 4.4), FB 
X, = X, + XCF 一 AX,) 
= X, + XR, 
= X, + X. (P, 一 AX,), k = 0,1,2, 
对 应 的 残 差 阵 
Ri = P, ts A 
= P, — AX, — AX,R, 
= R, 一 AXR. 
因为 PR 二 Ri, 所 以 ， 
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R, = PAR, — AX,R, 
= RR, 
= ‘R, CR Ri.) 


= Rt? (8. 4. 10) 
由 范 数 的 相 容 性 ,得 
(Rl < IRER. 
于 是 (8. 4. 9) 得 证 . 
由 引 理 8. 4. 1 和 (8. 4.8). (8. 4. 10), 35 koon} , 3R 3 
阵 
R, = P, — AX, — 0. (8. 4. 11) 
据 此 ,我 们 可 以 证 明 X, 的 收敛 性 ,事实 上 ,利用 (8.4,.10)， 
X= X, + X,R, 
= X, + X, Rot! 
= X,-, + X.R: + XR? 


= X (I + Ro + Rite + Rot). C8 4.12) 
因为 p RIK S| BS. 4 1, TGS A RR uk 98 B 
PEA , X, ERK. WAR X. , B (8. 4. 11)，, 立 即 得 
AX... = P, 

但 AX-A=P,A=A,+E X. € A(1). AX HELE XB 
Be SAA AME CA A’), Alig, X¥.€-#(A",A”}, 
由 引 理 8. 4. 281, X; = At. 定理 证 毕 ， 

若 4EC"x", 迭 代 公式 (8.4. 5) 宜 于 用 在 m<n 的 情形 . 因 
为 R, 和 Zn — AX, 都 是 m X m 阵 , 如 果 m>n RTT AH £ 
式 
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P = A*A 
出 发 ,用 X, 作为 4+ 的 近似 , 则 对 应 的 残 差 阵 为 
, = Py — YA. = 
取 初 始 阵 ,满足 Pat X.,= X, ( HM X.C (A ,A*)) , IJ 38 
应 的 和 迭代 序列 应 为 
| ee Aen ae A by A 
如 此 ,R BIL. — XA) #9 n Xn 阵 ,定理 8.4.1 的 结论 仍 成 
立 . : | 
”利用 引 理 8. 4. 1 和 (8. 4.12) 还 可 知 
At= im 不 t+ = X, Q — R). (8.4.13) 
初始 值 和 的 一 个 常用 的 选择 是 XSA ,其 中 = 为 适当 
选择 的 实数 , 因 X.—=aA" (AA*)~ AA" PLL X€. Z(A" ,A*). 
即 对 这 样 选择 的 Xo, HBS. 4. 1 ARE CS. 4. 7) IT. 相应 


的 近代 关系 为 
X= X, + XU — AX.) 
= aA’ + (T, — aA* A) X,. (8. 4. 14) 
FAEERE T X RY k 92 FE JR. 


定理 8.4.2 RAEC”, ACA ADS ZA (A ADH A" A 
的 非 零 特征 值 , 取 初始 值 X Sa". 
Cad 假设 


0 < z < (8. 4. 15) 


— 2 _ 
A CA" A)’ 
WUXT C8. 4.14) MAS FF2] XA 
limX,4, = A+. 
(b> BR 25 E BE R,=P,— AX, 等 于 
R, = (P, — aAA* ®t, k = 0,1,2, (8.4. 16) 
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(c) HERH & ERR l 24 
2 
T LA'A) FA'A) 
时 达到 最 小 ,其 最 小 值 为 


_ [ACA"A) 一 和 (4)] = me 
[Rall :一 Brea ， 大 二 0,1,2， 


(8. 4.17) 


(8. 4. 18) 
证 明 (a) 因为 忆 与 4"4 可 交换 ,所 以 它们 可 以 用 酉 
阵 同 时 对 角 化 ( 见 定理 2. 3. 5). 又 因 P,ZR,—=P,—aAA" (这 
里 AZB 表示 A— B20) ,再 结合 P 的 特征 值 只 能 为 1 或 0, 可 
以 证 明 R, 的 非 零 特征 值 只 能 是 
1—a@A(A*A), i= 1,.,r 
中 的 若干 个 .因而 
PlRO) <16|1 — a (AY A| < 1 
€9(8. 4.15) RZ. 
因此 , 当 (8.4.15) 成 立时 ,定理 8. 4.1 的 条 件 (8,.4,8)? 满 足 , 再 
FX. =aA"* ,条件 (8.4.7) 也 成 立 . 故 有 X At. 
(b) 从 (8. 4. 14) 可 以 推出 


X, = a, — aA" AXA", (8, 4.19) 


经 直接 计算 便 可 验证 (8.4. 19. 
(c) FA R, Æ Hermite kK f 
IR,|,= CCR = e( Rit) = +R). (8.4. 20) 
因此 ,Ri 和 pCR。) 有 相同 的 极 小 值 点 . 对 满足 条 件 (8. 4. 15) 
的 a, Rı=P,— oA" A 的 非 零 特征 值 为 
I GAAP ADS. p= Ge yk 
所 以 ,a 要 使 oR) = max {|1—44,(A*A)| ,i 二 1,…,r} 达 到 
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最 小 的 充 要 条 件 为 
— [1 — @a,(A"A)] = 1 — aà (A*A). 
这 等 价 于 (8,4. 17). 注意 到 ,对 (8.4. 17) 选 用 的 a, 
po(R = |1 — aA A" A)|. 
于 是 
WR = et CR) = |1 — ah (A"A)|**, 
将 (8.4.17) 代 入 , 即 得 到 (48. 4.18). 定理 证 举 . 
这 个 定理 表明 , 若 取 初 始 值 


X, A’, (8. 4. 21) 


x WHA ERA 
应 用 和 迭代 关系 (8. 4. 14) 所 得 到 的 序列 X, Etik , E. X,— 
A’. ie k PRR RA RE R, 由 (8.4. 16) 给 出 ,其 谱 
范 数 为 (8. 4. 18). ERI KET AR 的 精确 程度 ， 
车 定义 


À (A A) 


ENE TC Ue 


称 为 4 的 条 件 指数 , 则 
Rall: = 


] E 多 i 

K(A) +1 
可 见 , Rl 是 K CA) BY) BA USM oe Be. 因此 K CAD Ay ARK 
RF eR. 


$8.5 其 他 方法 i 


本 节 讨 论 计算 4+ 的 极限 方法 、Grevilie BHRU RAF 
值 分 解法 . | 
1. 极限 方法 
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定理 8. 5.1 AEC” HJ 


At= lim A’ (Al, + AA)? 
og? 
= lim (AF, + AATA". 
证 明 É A 865 US y Af 
analy gle 
la oft’ 


其 中 了 和 8 分 别 为 mXm,nXn BE. S=diagla, 
人 20 一 ] yt A A 的 奇异 值 , 于 是 
z 04 


aa = P| 
， 0 0 


|r, 


|P", 


A’ (AI, + AA*)7? = QD()P*, 
其 中 DA) =diag(d,,** sdm)» 


0; . 
¿ -| 1. Sa 
0, i =t -+ 1, ,m. 
ae 0+ iit die > FE 


g; ° 


oe 


àl, + AA‘ = Plate + 


(8. 5. 1) 


(8. 5. 2) 


01) yG; 


a = 1 
AY QI, + AA”: — o] A oP = At, 


内 法 可 证 (8. 5. 2). 
2. Greville 递 推 法 
W A= (a, a.) 8 mXn BE, A; 29 A BJ WI 
BY n> 阵 , 将 A, 分 块 为 
A, = CA1), Ë = 2,5. 
约定 A =a ,推论 6. 2. 9 表明 
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k IAR 


q a mbi | s k= 2, n, (8.5.3) 
b; ， 
其 中 
d= Aae 
C= Ga — Arifa» i i 
let , = e, = 0. 


b: = (8.5. 4) 
Vata) at, 3 o, = 0. 


当 我 们 计算 ATH SEM A =a 开始 , 因为 
a; 
aya,’ 
有 了 At ,对 有 = 二 2, 应 用 (8. 5.4) 和 (8. 5.3) 计 算出 AS ,然后 再 
对 = 二 3 用 (8. 5.4) 和 (8. 5.3) 计 算出 AS ,这 样 递 推 下 去 ,最 后 
得 到 At =A+. 

这 个 方法 是 由 Greville (1960) 提 出 的 ;他 用 这 个 方法 计 
算 4+y( 对 任意 yEC",) 而 不 必 计 算 At. 


AT 一 Qt = 


” 3. 奇异 值 分 解法 
HAEC, AAA REAR eZ. 4. 2) 
A=” Jo", 
0 0 


XE PAZIA m X n,n>Xn 的 丁 阵 ,£5=diag(o1,… ,0.)， 
NS ot. 我 们 知道 
-gl ° 
| 0 0 | 
其 中 的 列 向 量 为 4'4 的 标准 正 交 化 特征 向 量 ,P 的 列 向 量 
为 AA” 的 标准 正 交 化 特征 向 量 , 吕 、… so? 为 4'A4A( 或 44") 的 
正 特征 值 . Hic | 


J> , (8.5.5) 


Q= (v, 27°? sVn) 4 
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P= (styla), 


则 (8.5.5) 可 改写 为 
At= Lym: +e + tye, (8, 5.6) 
a; c, 


此 式 提供 了 通过 计算 AA" A ACA 的 标准 正 交 化 特征 向 量 以 
及 特征 值 而 获得 4+ 的 一 种 方法 . 
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第 九 章 “概率 统计 中 的 应 用 


广义 道 矩 阵 的 重要 应 用 领域 之 一 是 概率 统计 ,特别 在 数 
理 统计 的 线性 模型 .多 元 统计 分 析 的 参数 估计 方面 ,应 用 更 为 
广泛 . 正 是 这 个 原因 ,国外 的 一 部 分 广义 北 矩 阵 的 专著 ,就 出 
自 统计 学 家 之 手 , Pringle, R. M. 和 Rayner, A. A. (1971) 的 
“Generalized Inverse Matrices with Applications to Statis- 
tics”, Rao, C. R. 和 Mitra, S. K. (1971) ġ “Generalized In 
verse of Matrices and Its Applications” 就 是 其 中 的 两 个 例子 ， 

本 章 扼要 介绍 广义 道 在 概率 统计 中 的 一 些 重要 应 用 . 尽 
管 应 用 相当 广泛 ,但 限于 篇 幅 , 这 里 只 挑选 若干 方面 作为 示 
例 , 加 以 论述 , E $ 9 1 ,叙述 协 方差 阵 为 半 正 定 阵 时 多 元 正 态 
分 布 ( 即 奇 异 正 态 分 布 ) 的 一 些 结果 ,包括 条 件 分 布 ,回归 函数 
等 以 及 一 般 多 元 分 布 当 协 方差 阵 奇 异 时 , 复 相关 系数 和 和 典 则 
相关 系数 的 表示 . S 9. 2 讨论 正 态 变量 二 次 型 的 服从 CA 
的 充 要 条 件 . § 9. 3 讨论 线性 模型 的 参数 估计 ,8 9. 4 介绍 广义 
道 在 判别 苯 数 表示 中 的 应 用 . 通过 这 些 讨 论 ,读者 将 会 看 到 ， 
广义 遂 在 数理 统计 的 理论 研究 中 ,已 经 成 为 一 个 不 可 缺少 的 
TA. 

在 本 章 的 论述 中 ,所 有 的 向 量 和 和 矩阵 都 是 实 的 . 


$9.1 奇异 多 元 正 态 分 布 
多 元 正 态 分 布 是 概率 统计 中 最 重要 的 统计 分 布 ,关于 它 


的 定义 ,文献 中 有 多 种 方法 , 经 典 的 方法 是 用 密度 函数 , 即 若 
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nee 


1 x— u. 一 
二 (21)? det (22172 Sa OE OSD: mo 


WU PR x 服从 均值 为 4, 协 方差 阵 为 的 多 元 正 态 分 布 , 记 为 x 
~N, uD. PEL R, AAT ANER X HES 
阵 , 如 果 2220, H. det2=0, 上 面 的 定义 就 不 能 用 了 , 注意 到 正 
态 随机 向 量 x 的 分 布 ,完全 由 它 的 一 切 可 能 的 线性 组 合 wx 
的 分 布 唯一 确定 ,于 是 ,我 们 可 以 用 下 面 的 方式 来 定义 多 元 正 
态 分 布 . 

定义 9.1.1 设 * 为 zxX1 随 机 向 量 , 若 对 任意 nx 1 非 随 
机 向 量 a, 随 机 变量 wx 的 分 布 为 一 元 正 态 , 则 称 x 的 分 布 为 
多 元 正 态 分 布 . 

多 元 正 态 分 布 的 这 种 定义 方法 不 涉及 密度 函数 ,因此 称 
为 “无 密度 方法 ”(density 一 free approach). 由 这 种 定义 ,我 们 
可 以 证 明 x* 的 均值 和 协 方 差 阵 都 存在 ,分 别 记 为 n=Ex 和 三 
=Cov (x). 因为 它们 完全 确定 了 x* 的 分 布 ,所 以 可 记 为 x*~ 
N, Cu, 2) ,在 不 致 引起 混淆 时 ,也 简 记 为 x~N (u, 22. 车 deta 
二 0, 即 三 为 奇异 阵 时 ,x 的 分 布 称 为 奇异 正 态 分 布 . 本 节 我 们 
讨论 如 何 应 用 广义 道 研 究 奇 异 正 态 分 布 的 密度 函数 ,条 件 分 
| TUL BRINE FCS AAR SIE AS Xi KMA 
则 相关 系数 ， 

i x— N(u,2) r (G)=r<n,Q= (Q. : 0;) 为 了 的 标准 正 
交 化 特征 向 量 组 成 的 正 交 阵 ,Q, 为 nXr PER 

A 0 

| r p ` i 

这 里 A=diag là s, A) A >05, s PETR y=OQ' x, WI 


ed a 
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于 是 
ya; N.Q n, A) A > 0; 


ya ~ N,-,(Q,'u, 0). (9. 1. 2) 
对 Yen BATA 
Qx = Q,'u, RK Q, (x — u) = 0 (9. 1.3) 
以 概率 为 IRV. 
国 为 ADAR = # (2)+ ,所 以 
(x — H) € AQ) = AE) (9. 1. 4) 
以 概率 为 1 成 立 ， | 


由 于 A>O RE X yo Ru (9. 1. 18538 E BS 31, 

只 是 将 其 中 的 u. FA n RA Q u AM r, B) yo 的 密度 

通 数 为 

LUTRAT Fey WO" 

g(ya))= G an ax", ( ) 

= a Does ee aa —'Q'A Qs 

(2x)? det det CAJAS 
AAs =Q A Q, R 


人 
ga) = G= recat 2 


ER ERFA- DEAF, EAA 
18 > AREK A 
(x — yE Y (x — y) = (x DLE (x — y). 

归纳 起 来 ,我 们 得 到 多 元 正 态 分 布 的 密度 . 

定理 9.1.1 i x—N,Cu,2) , W 

(a) #I>0, r B5 BE (9.1. 1). 

(b) #FdetZ=0,B rD =r, Mx u) RBH E 
子 空间 “OA (ER PDA TE E 3 HQ! (x 一 小 二 90 上), 且 在 此 
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子 空间 内 ,具有 和 密度 


g(x) = (2n) F is bed (xe) 


Hep |Z] 表示 的 非 零 特征 根 的 乘积 . 
推论 9.1.1 H x—N(u,2), PE Soom 2220, (x — u) 
EMC 如 总 是 以 概率 1 成 立 . 
下 面 的 定理 是 关于 正 态 向 量 的 子 向 晤 的 条 件 分 布 ， 
定理 9. 1.2 Bx~N, Ce DH xe SARA 
x= yum z=| | > . 
x; H: Ža 222 | 


其 中 zx MAA kxX1M 3,4 Xk 3 EE. id 
Jie = Z 一 - Ep nfs 


(9. 1. 5) 


| (a) xy 2d sx N Gh — 232 niks n) BS rM 


(b) HE xe xr REA 
Nh + Ried CX 一 内) 211 2)- 

证 明 因为 S0, EERE A= (A, ; A) ,使 得 
A'A, A'A, | i Žu 2p \ 
A'A, A'A: ; j ‘2n Z; k 
FÆ ADD CMA) = OA A) = t (2). 由 此 知 , 存 
EE PE 8, 使 得 Z, = 2228. 

Z,Ž pn = B'Z,,2 >Z, = BS, = 2. (9. 1. 6) 


2=A'A= 


记 
1, — 2128 2 
0 I,_, 


C= 


利用 (9. 1.6) ,不 难 验 证 
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因而 
"= Gg: [7i 8 ZZ awa | 
| a 
iih ZS te) (22 0 4} 
SN H | 0 os 
根据 多 元 正 态 分 布 的 基本 性 质 ( 见 王 松 桂 ,1887),(a) 得 证 . 
(b) 是 (a) 的 直接 推论 . 定理 证 毕 ， 
给 定 xz 的 条 件 分 布 的 均值 , 即 
E(x, | xz) = p, + 22 ¿ (x, 一 bh) (9.1.7) 
RA x 对 xz 的 回归 函数 . 其 中 五 2 五 称 为 回归 系数 ,(9.1.7) 
是 线性 回归 . 注意 到 ,由 x 一 J€E (DWM ALR. TY 
推出 x 一 EHCZs) 以 概率 为 1 成 立 ,所 以 (9.1.7) 与 广义 道 
三 :的 选择 无 关 ， 
在 下 面 的 讨论 中 ,我 们 只 假设 Ex=u,Cov(x)= x, 并 不 
要 求 它 具 有 正 态 分 布 .在 (9. 1. 5) 分 块 中 , 设 &= 1, 并 记 
x, = p. + 2:2 (x, — h). 
我 们 将 随机 变量 xz 与 (x 一 1) XxX 1 随机 向 量 x; 的 复 相关 系数 定 
义 为 二 与 z 的 简单 相关 系数 , 记 之 为 R.:.…。-1, 即 
Ez, — m) C, 一 Ez.) 
[E(x 一 Ee, 一 Ez): Jt 
(9. 1. 8) 


Ry. 2-1 = 


注意 到 ,上 式 的 分 子 
A A 
E{z, a ICA - Ez) = Elz T My EZ Z (x, a Hz) 
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= Et Sais 
而 
E(x, — Exy)?= E[ Sn pte — Db) at — ty)! (E a) Ea] 
= 212.2 pén. 
E(x, 一 4 = Zu, 
将 上 面 两 式 代 入 (9. 1. 8) 得 


这 就 是 x 与 其 余 一 1 个 分 量 的 复 相 关系 数 . 它 的 取 值 与 广义 
道 £5 的 选择 无 关 ， 
现在 我 们 考虑 两 个 随机 向 量 x; 和 x; 的 相关 程度 的 度量 ， 
这 里 x 和 x 分别 为 kX1i 和 (nxn 一 有 )X 1 随机 向 量 , 它 们 的 协 方 
差 阵 为 三 . 和 前 面 一 样 ,我 们 把 问题 归结 为 随机 变量 的 情况 ， 
即 考虑 线性 组 合 ex 和 8B' x 的 简单 相关 系数 ， 这 里 a 和 分 
别 为 &X1,(n 一 &)7X1 向 量 ， l 
不 失 一 般 性 ,可 假设 
Var(o'x,) = 1,Car(B'x,) = 1. (9.1.10) 
于 是 ,随机 变量 o xi 与 B'zs 的 相关 系数 为 
pla x Ë'x,)= -Coen a 
N Var(a'x,)Var(B’x,) 
= d >B. e 
我 们 考虑 在 条 件 (9.1.10) 下 ， 人 Pla xi, B' x,) IK BM 
大 值 的 e I P. 
J A (9.1.10) FHF de= 1, P'E B= 1, 8 Fi 
Lagrange 乘 子 法 ,构造 辅助 函数 
F(a, Bsa A) 
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=.= = i (9.1.9) 


11 


= Cov (a x, +B 'x,) 


A 
=g Z — A (a Zua — 12 == z P’ aP — 1), 


这 里 丸和 A, Lagrange RT. eE ,得 


ZP — A, Z,,0= 0 (9.1.11) 
— žab + 2,,0= 0 (9. 1.12) 
这 个 方程 组 的 一 组 解 为 
Àe= £ i218, 
` À B= 2 dnt 


利用 22 ú X; = Si, Sn Z nin = Ja (2 BL (6.3.15) 和 
(6. 3.169), 可 得 

A= ¿G Ena = rE LL = e >B. 

à= AB Enp = B'S,.55,.5,,0 = P'a = À. 
PAu ZE C9. 1.119 (9.1.12), $ À =A He,» C9. 1.11) 
WE Ao RAG 1.12) 4 38183 

(Sn FHS. — EIB = 0. 

EE Est GPR 3080039388 3636 KE RO EY. 可 
OL ORE PLL AT RE 五 ;的 相对 特征 值 ,而 B 为 对 应 
的 特征 向 量 .但 事实 上 ,所 也 是 Xk, Ih a SEA. AeA 
为 若 


(222,252). — ei) B= 0. (9.1.13) 
用 五 : 左 宁 上 式 ;利用 2; 22221 = ZX. ,得 
(Sn Eign 一 pide.) B= 0. (9.1.14) 


我 们 称 AB EEA aA x, xs 的 第 一 典 则 相关 ， 而 称 
8 为 x:- 空 间 的 典 则 向 量 , 称 B'x, 为 -空间 的 典 则 变量 ， 
如 果 从 (9.1.12) 解 出 A8, 代 入 (9.,1.11), 可 得 
(三 :下 五 一 PE lc = 0. (9.1.15) 
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我 们 称 该 方程 的 解 & 为 x,- 2 YP) a BR o x, 2 x- 空 
间 的 上 典 则 变量 , 典 则 相关 wm 为 典 则 变量 wz 和 Bb'x: 的 简单 相 
关系 数 . ox Fl B ' x, 2k: x, #ll ae 具有 最 大 
相关 系数 的 线性 组 合 . 

从 上 面 的 讨论 我 们 可 以 看 出 , 当 分 布 的 协 方差 阵 为 奇异 
阵 时 ,广义 逆 就 成 为 研究 这 种 分 布 的 一 个 不 可 缺少 的 工具 ， 


§9.2 正 态 变量 的 二 次 型 


设 xN, T), WEIER y= x' x 的 分 布 称 为 自由 度 
为 n, 非 中 心 参数 为 8 二 Hw 的 非 中 心 浅 分 布 , 记 之 为 y— XL ,- 
Ë 3 一 上 0 一 0, 则 称 y 的 分 布 为 中 心 她 分布 , 记 为 y— x. 假设 
4 为 nXxn 实 对 称 阵 ,b 为 mnX 1 向量 ,c 为 数 ,本 节 的 目的 是 研 
FEU x’ Ax 和 x'Azr 十 bx 十 c 服从 LAR. 

定理 9.2.1 Ü x—N,(0,1), A 为 实 对 称 阵 ， W| x Ax~ 
CHAR 

A=A, xA) =r, (9. 2.1) 

BD 4 ARRA r RY ARSE. 

”证 明 因为 4 为 实 对 称 阵 , 故 存在 mXn 的 正 交 阵 Q, 使 
得 Q’ AQ=diag (Ars tty An) IX Ary s A; 为 A 的 特征 值 . 今 y 
=Q x, 0 y— N. (0.1), J 

x'Ay = Axi te 十 和 yl， (9. 2. 2) 
这 里 E 5 Fé y ~y i= 
ice | 
ren Z (9. 2. 1) 满 足 , 则 A 的 特征 值 只 能 是 0 和 1， 且 
1 的 个 数 为 >, 从 (9.2.2) 立 得 zx 一 好 ， 
必要 性 RNA? 的 矩 母 函数 为 
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M.G) = G — 20°F, |z] < + (9, 2.3) 
CHFRRRKRHEME (9.2.3), BRAT RS (1987) 
ak Mathai(1992)). 而 出 59. 2. DAES x Ax HERAK 

My) = Ñ Q ADE, || < 1, = lens 

I (9.2. 4) 

# rart WER M.G) = M, G), SHE | <+, el< 


ALA ieee sey RH : RL HE MO =M ORAR 


对 数 , 并 将 对 数 函 数 展开 成 i 的 无 穷 级 数 , 令 1,t!,… 的 系数 相 
等 ,得 到 一 系列 等 式 ,其 中 之 一 为 


r= Si (9. 2. 5) 

j=l 
ga He a 
Za =p (9. 2. 6) 


注意 到 A, 是 实数 ， 因而 Aj (入 一 ] 关 一 0 对 一 切 j 成立, 故 A= 0 
或 1, 再 从 (9. 2. 5) 知 等 于 1 的 心 的 个 数 为 > “这 就 证 明了 A ze 
eS, A r(Ad=r. E EF H. 

定理 9. 2.2 Wx~N, (ust), A 为 实 对 称 阵 , 则 

| U = x' Ax + bx + c — XH, 
当 且 仅 当 

(a) Az=A; 

(b) bEM A) ,c=b'b, 
BER r=r(A),8=(b+y)'ACb+y). 

证 明 与 定理 9. 2. 1 相同 ,存在 正 交 阵 Q, 使 得 Q 40 一 
diag (Ay 9°09 A 二 及, 做 变换 3 二 x, 则 y~N, (Quilt) ;于 是 
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U = y' Ay + Wb Qy +c. 
用 与 定理 9. 2. 1 同样 的 方法 , 即 比 较 U 各 oy? , BJ EE Sk a BY HE 
出 如 一 X?,s, 当 且 仅 当 
(a) 入 二 0 或 1)i 二 1 
Cb)’ A= 0, 5 =0, =b, 


这 里 r= 2 N= LAG +)? 

注意 到 (a)' 旺 (a), 而 结论 “==0 必 有 b =O" Q'bE 
AM (Ayeob€ 4 (A), flat | 

r= SA = trA = trå = 7r(A), 


6= (Q'b + CMAQ b +H On) = + AGH HD). 
定理 证 毕 ， 
上 夯 两 个 定理 中 ,Cov(z) 一 已 即 x 的 分 量 是 相互 独立 
的 .下 面 我 们 讨论 Cova) =F HR. RB 22>0, 它 可 能 是 奇 
异 的 .注意 到 ,车 之 0,7r= 二 r(4), 则 存在 矩阵 如 ,+r (8) =r, EË 
得 = BB'. 依 多 元 正 态 的 性 质 { 王 松 福 1974,p. 63) ,x BH 
r=u+By ， (9. 2. 7) 
其 中 ?一 入 (0 站 .因此 ,y 就 是 前 面 两 个 定理 所 讨论 过 的 . 应 
用 定理 9. 2. 2, 我 们 可 以 得 到 如 下 定理 ， 
定理 4. 2.3 W x~N, Cu, 2) » 则 
U = x' Ax + 2b'x + c — xX 5 
当 且 仪 当 
(a) ZAZAZEZ= FAS; 
(b) S(Ap+b)€ (ZA); 
(c) C(Ag-+b)'X(CAu+-b)= / Aut 2b! ute, 
此 时 
r= tr(Ad), 
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ó= (b + AD' SAEC + Ap). 
证 明 将 x 的 表示 式 (9. 2 DRA U, 483 


U= (u+ By)'Alu + By) + 2b'Gu-+ By) + c 
= y'B'ABy + 2(4 + b)' By + H Au + 2b'u + c. 


根据 定理 9. 2.2,U~x2 HN 

(a) BP ABRRESE; 

(bY Bi (Au+b) C4 (BAB); 

(c)! (Au-+b)' BB! (Au+b) = H Au+ 2b pte 
这 里 B 的 定义 同 (9. 2.7.) 

FHE Ca)’. Cb)’. Ce (a). Cb). Ce). 


从 (a)' 得 
B'ABB'AB = B'AB. (9. 2. 8) 
ARP DRARAGREN HA z= BB' 48 
SASAS = IAS. 


这 就 证 明了 (a) = (a). RU, A BA BABAR MARL 
式 , 并 注意 到 B'B 是 可 逆 的 ,我 们 得 到 (9. 2. 8). 这 就 证 明了 
(a)=>(a)’. 
M Cb)! SI, ARE ,使 得 
B (Ap + b) = B' ABu. 
因 B 为 nxr, 秩 为 + 的 矩阵 , 故 上 式 等 价 于 
 BB'(Au + b) = BB'ABu. 
Ar =r Re z, 使 得 u= B'rz. 于 是 ,上 式 变形 为 
| EAN + b) = LATz, 
此 即 (b), 这 就 证 明了 (kb)' 一 (b). 反 过 来 , 若 (b) 成 立 , 则 存在 
t, 使 得 (AN 十 5) = ZAX, 4 T= BB' 代 入 此 式 ,并 用 
(B'B) B 左 乘 之 , 便 得 到 (b)' ,这 就 证 明了 (b) S), e 
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(cy 是 显然 的 . 定理 证 毕 . | 

推论 9. 2.1 i x—N,(0,2). MR QT BEE 
择 , 随 机 变量 mx 一 好 ,这 里 > 一 r( 瑟 ， 

根据 .上 节 的 讨论 ,xE H(z) 以 概率 1 成 立 , 于 是 x x 
以 概率 为 1 与 了 ”的 选择 无 关 ， 

推论 9.2.2 Hex~N,0,5), N Ar~ 24 B (2 34 


XASAE = SAE, (9. 2. 9) 
并 且 > 一 r(C4》， 
车 F>0,MW (9. 2. OW LAH 
ASA =A, (9. 2. 10) 


即 王 为 4 的 任 一 可 道 的 广义 道 . 在 两 种 情况 下 , 均 有 (4) 一 
r. 

定理 9.2.4 xN, UD EFIR- RL: 

(a) pea (5); . 

(b> Z FE FW (1,2}-2,. a 
H| x’ tT - x 服从 Xle. 在 任何 一 种 情形 , 都 有 一 7(Z)， 
d=ul Sp ° 

证 明 RHE RS RO. 2. 3 中 的 前 两 条 对 A= 
-总 是 满足 的 , 而 第 三 条 ,对 现在 的 情形 变 为 

CET WEE D = u's Ls 
它 等 价 于 

H' CE- EF pe a 5 u. 
而 由 本 定理 的 条 件 (a) 或 tb) 均 可 保证 上 式 成 立 , 定 理 证 
毕 ， 

正 态 向 量 的 二 次 型 ,出 现在 概率 论 与 数理 统计 以 及 其 他 
自然 科学 \ 工 程 技 术 的 许多 分 支 . 因此 ,关于 它 的 研究 ,一 真 颇 
爱人 们 的 重视 . 在 这 些 研究 中 ,广义 逆 往 往 是 一 个 不 可 缺少 的 
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工具 . 本 节 概 述 了 这 方面 的 一 些 基 本 结果 ,对 这 一 方向 的 近期 
发 展 想 做 更 多 了 解 的 读者 ,可 参阅 Khatri (1980). 


39.3 R 性 RA 


本 节 考 虑 一 般 线 性 模型 
y= XP + £, EE) = 0,Cov(e) =Z (9.3.1) 

的 参数 估计 和 假设 检验 问题 ,这 里 y An XL XK A n 
x P Rit BF or (X=rsSp ,月 为 六 X1 回 归 系 数 向 量 ,e 为 nx 
1 随机 误差 . Fe TY Te H r” OW ERRO. 3.1) 的 
统计 推断 中 ,起 着 十 分 重要 的 作用 ， 

定义 9.3.1 iZ c€ R°, EFE y 的 线性 函数 a'y, 使 得 
ECa' y)= c P, WIFE e p ERK. ETE eP 的 一 切线 性 无 偏 估 
计 中 ,a'y 的 方差 最 小 , 则 称 ay 为 e'B 的 最 佳 线 性 无 偏 估 计 
(The Best Linear Unbiased Estimator), LA F ffi BLUE. 

定理 9. 3. 1 下 列 命题 是 等 价 的 ， 

(a) ec BRA: 

(b) c€. %(X')>; 

(c) c'X X=c'. 

证 明 (a)S(b) MEN. cA eae ,使 得 
Ela y)=c' B,X$—1] PER 成 立 

SHE a€ R",a'XB=c' 8 对 一 切 BER? 成 立 

= aC R",X'a=c, (9. 3.2) 
这 就 证 明了 (a) 车 Cb). 

(ale) BH Cc) (bE BRK. 反 过 来 , 若 (9. 3.2) 
成 立 , 则 | 

CX X =a XX X = aX = c. 
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FEAT Dec). 定理 证 毕 . | 
TW#12y= fJ ETERNO. 3 DMB AH. 
情形 1 我们 首先 考虑 Z= I 的 情形 . f 
设 a'y ATARA e B WJ ERE Tit. BN Ela'y) 

= 有 ,这 等 价 于 

X'a = c. (9.3. 3) 

另 一 方面 f 

| Var(a'y) = o'a‘a, < 

:于 是 , 求 可 估 函 数 "有 的 BLUE ,等 价 于 在 条 件 (9. 3. 3) FR 

a tE a'y 的 方差 达到 最 小 . 这 归结 为 求 相 容 方程 组 (9. 3. 3) 的 

最 小 范 数 解 ,这 里 范 数 是 指 欧 氏 范 数 |lall 二 (a'a)#. 根据 定理 

5. 3.3, 这 个 最 小 范 数 解 为 

a = (X!) e (9. 3. 4) 

这 里 44” 表 示 4 (1, 4- B A BJ E 8k” at edn 

讨论 见 8 5.3. Ait, ay fh R A e BAY BLUE 为、 


ayy = 以 ( (X')9:0)'y. | (9. 3. 5) 
但 容易 验证 关系 :对 杜 一 矩阵 4， 
(AO = (A19, (4, 3. 6) 
因而 | 
ay = e X9:5y, (9. 3. 7) 


这 里 ATOR A 的 {1,3}- 道 , 即 4 ANOS SY 0 Pe da 

讨论 见 $ 5.2. | 
JERE RAT PRR. Xo Sse V m xu. 

的 选择 无 关 , 可取 为 . 

| Mt CNN X". 

ic, š 
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A 


B= (X'X)- X'y, (9. 3. 8) 
于 是 (9. 3. DREY a y= c Ê. c BLAH c B 8⁄3 h — 39 ts 
计 , 此 因 用 极 小 化 ly 一 XB 的 方法 ,可 导致 所 谓 正 则 方程 
X'XB = X'y (9.3.9) 
这 是 一 个 相 容 方程 组 ,其 任 一 解 可 表 为 
B= Xx- X'y. 
于 是 我 们 有 如 下 定理 : 
定理 9. 3.2 在 线性 模型 (9. 3. 1) 中, 设 = 了 , 则 对 任 一 
可 佑 函数 eB, 最 小 二 有 蒋 估 计 e B WE BLUE. 
定理 9. 3.3 在 线性 模型 (9. 3.1) 中 , 设 S=, PA e 
,为 两 个 可 信函 数 ， 它 们 的 BLUE 分 别 为 ci 请 和 :的 ， 风 
Var(e Ë) = ee, (X'X)- c, 
Cove’, Bye! B) = oe (X'X) c, 
以 上 两 式 都 与 广义 道 的 选择 无 关 ， 
证 明 事实 上 ,因为 ci RUE, 故 存 在 a, (Fe, —X'a, 
于 是 
Var(e! É) = Var (ej (X'X) X'y) 
= oe! (X'X) X'X((X'X)-)'c, 
= oa X(X'X)- X'X(X' X)” Xa 
= Pe (X'X) ol， 
这 里 利用 了 
X(CK'X)-)'X! = XXX) X', 
X(X'X)- X’K = X. 
类 似 地 可 证 明 第 二 个 结论 , 定理 证 毕 . 
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情形 2 # I, HACHESH. - 

此 时 求 可 估 函 数 c B ñ BLUE 的 问题 ， 归 结 为 求 方程 
(9.3.3) 的 最 小 范 数 解 . 但 此 时 的 范 数 定义 为 Iall= 《a' Zay”. 
依 定理 5. 3.6， 最 小 范 数 解 

Go = (X') c, 
这 里 Aw a A 的 加 权 (1, 4}, PEL S 5.3. 于 是 cB 的 
BLUE 为 


a y = el( (XNP) y. (9. 3. 10) 
利用 类 似 于 (9. 3. 6) 的 如 下 关系 ， 
(AO = (AGL), (9.3.11) 


其 中 AM? 3828 4 的 加 权 (1, 3} -广义 道 ， 详 见 $ 5. 2, 我 们 得 
到 | 
a'y = CXL? y. (9. 3. 12) 
RUF MRM, Be BATH, Be x usbn Vast 
XP HIRES, WH T 
XD = (WERK E.. 
记 
B= (XIEX SE ly, 
HJ (9.3.12) ŽA 
| a y= B. (9.3.13) 
我 们 也 称 e B ATERA c BAY NR, 此 因 它 可 
以 从 min C y—XB)'2 (y—XB) 获得 , 上面 的 结果 可 表述 为 
如 下 定理 ， 
定理 9. 3.4 在 线性 模型 (9. 3.1) 中 , 设 三 >0， 则 对 任 
一 可 估 阔 数 e B, 它 的 广义 最 小 二 乘 估 计 o BE c AH BLUE. 
| 情形 3 SIACHMHESE. 
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ATA 2— tE. AY fh RE c B AY BLUE 为 
ay = (Xi yy, (9.3. 14) 
但 与 情形 2 不 同 的 是 ,(9. 3. 11) 不 再 成 立 . 要 沿用 前 面 的 方法 
是 困难 的 . 于 是 ,对 这 种 情形 ,我们 换 一 个 方式 来 讨论 , 即 采 用 
Rao 最 小 二 乘 统一 理论 (参阅 王 松 桂 ,1987 或 Wang,S. G. 等 
1994). | 
TH IAN BR (y— XAT Cy -— XP HR J 4k. 对 
此 式 关 于 B 求 导 , 并 令 其 等 于 零 ,得 到 方程 组 
X'T- XB = Y'T-y. (9. 3. 15) 
其 解 为 
B= T- XY XTY. (9. 3. 16) 
定理 9. 3. 5 在 线性 模型 (9. 3. 1) 中 , 设 E>0, 记 T=2 十 
XX', 则 对 任 一 可 估 函 数 c B.c' B 38 BLUE. 
为 了 证 明 这 个 定理 ,我 们 先 证 明 两 个 引 理 . 
引 理 9. 3. 1 j T=S4+XX HY z>0, m 
(a) A (T)= (Zi X); 
(b) Cy—XP)'T(y—XP) X'T-X XT y 都 与 广义 道 的 
选择 无 关 . 
证 明 (a) 因为 E>0, 王 可 分 解 为 I=00' , 故 


T= Z+ XX' = @ix|®,|. 
-AD= | @ |%,) | = Zi =. ; X). 


O 因为 对 线性 模型 (9. 3. 1) yE AE: 于) 以 概率 为 
1 成 立 , 利 用 事实 :由 AACA B) RER ABA 与 号 -的 
选择 无 关 , 便 可 证 明 (b). 
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引 理 9.3.2 对 于 线性 模型 (9.3.1), 设 my HYG RH 
cB 的 一 个 元 偏 估计 , 则 它 为 ce'B 的 BLUE 当 且 仅 当 对 任意 满 
. Æ E(b' y)=0BJ b y, E Cov(a'y,b' y)= 0. 

证 明 AAVy Ac SHAT SAR BABA 

X'i =c (9. 3.17) 
的 解 , 并 且 a 为 它 的 一 个 特 解 . 故 应 用 推论 3. 3. 2 知 , (9. 3. 17) 
的 通 解 可 表 为 
[= a+ (1 — CX’) X' yt 
=a +b, 
RE p= 7 (XOT Xt, 3 t€ R" 变化 时 ,b'y Wik T SWE 
偏 估计 的 全 体 , 因为 
Varl y) = Var(a’y) + Var(b'y) + 2Cov(a'y,b' y), 
(9. 3. 18) 
由 此 式 , 易 见 充分 性 得 证 ， 

对 于 必要 性 ,我 们 采用 反 证 法 . 若 存 在 一 个 b HIG biy 
是 零 的 无 彤 估计 ,但 Cov(a' y bly) =c +0, RE <0, WBZ 
b= 二 tb 代替 (9. 3.18) 中 的 8, 此 时 (9. 3. 18) 变 为 上 的 二 次 三 项 
式 

Varl y) = Var(a'y) + #'Var(B( y) + ct. 
因为 c<0, 当 t 适当 小 时 ,这 个 二 次 三 项 式 后 两 项 的 符号 完全 
由 一 次 项 系数 c 的 符号 决定 ， 即 存在 to, 使 后 两 项 为 负 什 , 这 
就 是 说 ,对 fo=a 十 tob。 
Varay) < Var(a’ y). 
SRR JE, fa ER S UE. 

定理 的 证 明 XE AYR cB, FEE CE R°, ER c 
= X. AW (XC MT) ik XTX 5 2 3 T RE 
ERARI AY PRE E EE. 于 是 ， 
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MCX!) = AXT X), 
因而 
X(X'T- X)" X'T- X =X, 
故 
Ete! B) = z X(X'T- X)” X'T- XB = aA XB =c'B, 
这 就 证 明了 ce'B 的 无 偏 性 . 
下 面 应 用 引 理 3. 9. 2 来 证 明 c 有 的 方差 最 小 . 设 b 一 (1 一 
VKH WW b y 为 零 的 任 一 无 偏 估 计 . 因为 
Cov(e B ,b'y) = ro X(X'T- X) X'T- Ib 
= oto X(X'T- X) X'T- (T — XX) — (XN) Xt 
= ota X(X'T- X)” X'T- T (I — (XY Xt. 
但 XT T=X',X(I—(X') X')=0,#k Fry 25332. 定理 证 
H. 
推论 9. 3. 1 在 线性 模型 (9, 3. DP, MAXA), 
则 对 任 一 可 估 函 数 c P,e 有 为 其 BLUE, 这 里 


B= (X'I- x)  X'E- y, 
其 中 -为 了 的 任 一 :1}- 首 . 
OMFS SOE, KARMA HC. R. Rao 于 本 世纪 70 


年 代 提 出 的 ,他 建议 的 了 为 T=5+XUX', 这 里 U 为 任 一 对 称 _ 


IEE ME r= (FIX) ,前 面 我 们 讨论 的 只 是 U= 
I 的 特殊 情形 . 对 于 一 般 的 口 ,其 证 明 完全 相 类 似 . Rao 把 这 个 
方法 称 为 最 小 二 乘 统一 理论 (Cunified theory of least 
squares) ,其 原因 是 定理 9. 3.5 对 一 切线 性 模型 都 成 立 , 即 对 ， 
一 切 可 道 或 不 可 道 的 协 方差 阵 三 和 一 切 列 满 秩 或 列 降 秩 的 
it X BRIT. 

对 于 220 的 情形 ,统计 文献 中 还 存在 其 他 利用 广义 道 构 
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re B| fh eee BLUE 的 方法 , 详 见 王 松 桂 (1985)， 

”广义 逆 在 线性 模型 参数 估计 中 的 应 用 是 多 方面 的 ,例如 ， 
在 带 线性 约束 的 情形 .方差 分 量 模型 .生长 曲线 模型 等 ,广义 
逆 都 是 不 可 缺少 的 工具 ,本 节 只 是 对 这 一 领域 的 应 用 做 一 概 

括 介绍 ,对 这 方面 感 兴趣 的 读者 可 参阅 王 松 桂 (19877 和 
Wang 等 (1994). 


$94 ¥] 别 RR 


在 多 元 统计 分 析 中 ,有 一 种 处 理 多 元 数据 的 常用 方法 , 叫 
RF BAH. 它 的 目的 是 将 一 个 个 体 “ 判 入 到 已 知 的 车 于 个 个 
体 类 ”中 的 一 类 . 例如 ,医生 要 根据 一 个 人 的 若干 项 化 验 结 果 
判断 他 是 否 患 了 某 种 疾病 ;地 质 学 家 要 根据 一 块 岩石 标本 的 
特征 ,判断 它 属于 哪个 地 质 年 代 #* 动 植物 检验 人 员 往 往 要 根据 
化 验 数 据 , 判 断 一 种 样品 属于 有 害 群 体 类 还 是 无 害 群 体 等 等 。 
从 数学 上 抽象 地 说 ,假定 我 们 有 两 个 已 知 总 体 m ill 一, 我 们 
希望 建立 一 个 判别 准则 ,对 给 定 的 一 个 样本 x, 依 据 这 个 准 
则 ,判断 它 是 来 自 哪 个 总 体 , 这 就 是 判别 分 析 要 解决 的 问 
题 . | 

本 节 的 目的 不 是 详细 讨论 判别 分 析 问 题 , 只 是 介绍 广义 
道 在 判别 少数 中 的 应 用 .我 们 假设 有 两 个 多 元 正 态 总 体 ,为 简 
单 计 ,假定 它们 有 公共 的 协 方差 阵 >, 

miN ,CH È), 
Azi N Cu,, 2), 
这 里 为 p Xp ER E RETHA GNKA 
和 方 开 泰 (1983)# 王 学 仁和 王 松 桂 (1990) 等 ) 都 讨论 过 Fo 
的 情况 , 本 节 假 定 r(2Z)= r<, BI 互 为 奇异 阵 , 这 在 应 用 中 党 
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常 出 现 ,例如 ,Krzanowski (1995 ERR HS IRA 
助 分 子 建 模 研究 中 所 用 的 协 方差 阵 就 是 奇异 的 ， 
假设 8=(Q; : 8Q:) 为 了 的 标准 正 交 化 特征 向 量 组 成 的 正 
交 阵 ,2 为 请 Xr 阵 ,2 为 加 X (p—-1) BA I 
gz0=| 中 
0 0 
这 里 A= diag(A, 4) A 20, ,:=1,' r,r=r(2). 于 是 , 根 
HS 9. 1 知 r 以 概率 为 1 落 在 超 平 面 
Q; (x — n) = 0 
rn 


FEET U) i = ],2, 


I(x) = aay — Tee 
(9. 4.1) 
这 里 |2|+ 表 示 FEES HE). 一 
我 们 分 两 种 情况 ,建立 它们 的 判别 函数 ， 
(a) #r Q; tha =Q h. 
即 这 两 个 总 体 在 同一 个 超 平 面 上 ,于 是 我 们 只 需要 从 
CO. 4, DHR EHIK. 考虑 Inf (x) — Inf, Cr), 略 去 党 
数 项 以 及 与 x 无 关 的 项 ,得 到 判别 函数 (由 一 户 ) 工 -x, 若 记 
d(x) = Ch = pE- (x arn) , 42) 
则 对 应 的 Fisher 和 Bayes 判别 准则 为 ;车 d(x) > 0, REA x 
FRA zi ; 若 A(x) 0, UREA x FLA m d(x) 的 协 方 差 阵 为 
Covd(x) = (u — MYE- (u, — m) HA, (9.4.3) 
这 是 奇异 情形 的 Mahalanobis FER, CHET HRM. AM 
K | FB FURR AS, HAEREA. 
《9.4.2) 和 (9,4.3) 都 包含 了 广义 道 三 -, 我 们 将 证 明 
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zz) 与 4 都 限 王 -的 选择 无 关 . BAT MELO Ga 

— th € AQ) = AE), (9. 4. 4) 
因而 4 5- Peay 至 于 d(x) ,我 们 只 需 证 明 ,无 论 * 来 
Bake x 都 有 
| Hi + H + hh 


x 一 € ALE). (9. 4. 5) 
事实 上 , 苦 x 来 委 Tis 
x— AEH L a) +i m), 


因为 x 一 HE HC( 司 ,结合 (9.4. 4) , 便 证 明了 (9. 4. 5). 
类 似 地 可 以 证 明 x 来自 x, 的 情形 . 
(b) 若 Q: u> Q: H. 
此 时 这 两 个 总 体 不 在 同一 个 超 平 面 上 , 若 x FE m, TY 
Q: x =Q m 
以 概率 1 成 立 , 2 y 来 自 m, Ml 
Q; x = Q? by 
以 概率 1 成 立 , 因此 ,Qix 就 是 很 好 的 判别 函数 ， 
上 面 讨 论 的 都 是 总 体 判 别 函 数 , 即 ww 和 完全 已 知 的 情 
况 . 若 凡 ,未 知 , 则 需要 训练 样本 ,从 训练 样本 获得 uF BOE 
计 , 就 可 得 到 样本 判别 函数 ， 
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第 十 章 其 他 应 用 


在 前 面 一 些 章节 中 ,我 们 已 经 陆续 讨论 过 广义 道 矩阵 在 
线性 方程 组 .矩阵 方程 以 及 概率 统计 等 方面 的 应 用 . 本 章 介绍 
广义 递 矩 阵 在 其 他 一 些 领域 的 应 用 ,这 包括 线性 规划 .矩阵 方 
程 的 整数 解 . 非 线性 方程 组 以 及 网 络 理论 等 . 


$10.1 区 间 线 性 规划 


设 A= Ca) E R” a bE R” c xE Rr. 线性 规划 回 题 
ja Sait; SB, i= leem, 
i=) 


(max ex 
称 为 区 间 线 性 规划 (interval linear program) 或 带 双 边 约束 的 
线性 规划 (jinear program with two-sided constraints). #74 
Ab 表示 a,b, r= 1, ,m; 则 该 线性 规划 问题 可 简 记 为 

Ë < Ax < b, 
max ce'x. 
# x PEIRA F aS Ax IPE x 为 规划 问题 (10, 1. 1) 8 
一 个 可 行 解 , 记 
S = {xa < Ax < box € R"), 
称 S 为 规划 问题 (10. 1. 1) 的 可 行 解 集 . 若 S 非 空 , 则 称 该 规 
划 间 题 是 可 行 的 . 如 果 
max{e’x,x € S< œ, 


则 称 该 规划 问题 是 有 界 的 , 如 果 存 在 x. € S , Ë 8 


(10.1.1) 
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ex, = max (C x, x € S}, 

WW ER x* 为 区 间 线 性 规划 问题 410. 1. 1) 的 最 优 解 . 

下 面 两 个 定理 通过 广义 道 矩阵 刻画 了 规划 问题 (10. L. 1) 
的 有 界 性 及 最 优 解 集 . 

定理 10. 1. 1 区 间 线 性 规划 问题 (10. 1. DAF. 4 AW 
4 e€. C Al) BU AE Hr dt ce’ A A=c! ,对 任 一 A- 成 立 . 

证 明 设 x 为 任 一 可 行 解 ,w€E. 人 (4), 则 容易 验证 x+u 
ES ,因而 S 十 .人 (4) 二 5， 

maxje’x,x € S}= max(cxr € S + AIA}. 

(10. 1. 2) 
因为 | 
Paas + P. ray = I,, 

故 (10. 1, 2) 等 于 
max { (P rae + P. rave) X 9X € Š + VA): 
= max {CP rax + c P. ranted € Š + ACAD} 
= max {CP ;¿x,x € S} max{eP naxe € A CAY} 


Sth 
这 里 
f= max{e Paya t,x € S), 
L= max (c P ax x € VA}, 
利用 
P ran = At Ay 
LASA 


i = max{c' At Ax,x € S), 
TR LEARY. 另 一 方面 ， 
l, = max {e'x,x € A(A)},. 


236 


EKE ERS x =0,8f—- x€ NASEN. 不 难 
证 明 
AU — AA) = (A), 

对 一 切 4- 成 立 . 故 LA BR Se’ I -A-A) =0.%{—-B 4- 成 立 ， 
至 于 c€ MAA A A= MSE TRBA GH. 定理 ` 
证 毕 . 

定理 中 条 件 “c4-4 一 c ,对 一 切 4 成立” 事实 上 等 价 于 
RIEA 4 一 c ,对 某 一 个 特定 的 A 成立” 证 明 留 给 读者 作 
练习 . o 
| 定理 10.1.2 假设 区 间 线 性 规划 问题 (10. 1. 1) 是 可 行 有 

RE A)=xm. 则 该 问题 的 最 优 解 集 为 


x= AÁ u+(I—A AD, (10. 1. 3) 
对 任意 1ER", 其 中 wwER", 有 日 
ais BECAT) < 0, 
u, = 4 bis #r(c A ), > 0, (10.1. 4) 


Aaj + (1 — Abe BCEA = 0.0 < À < 1, 


NCA), 表示 行 向 量 4- 的 第 ;个 分 量 ,4~ 表 示 A 的 任 
意 一 个 广义 道 . 
证 明 ”因为 对 任意 一 个 4- ,有 
ACA” :一 4 A) = R". 
于 是 任 一 个 向 量 x€ R" 都 可 表 为 


x= À u+ (I — À AY, u € R",t € Rr, 
区 为 r(A =m, VAES. 2. 247 AA = 1, i 
Ax = ÁÁ u = u. (10.1.5) 


1181238 URAR, AB) LE ER, ce EC A) = T 
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是 
: cx = e (ATu + U—A ALD = c'À u, 
(10. 1. 6) 

从 (10.1.5) 和 (10.1.6), 易 知 (10.1.3) 和 (10.1.4) 给 出 了 规 
划 问 题 的 最 优 解 . 定理 证 毕 ， 

本 定理 假设 了 r(A)=m, B 4 BARA. Rao 和 Mi- 
trat1971) 讨 论 了 7x4) 二 ym 的 情形 . 

上 面 我 们 以 区 闻 线 性 规划 为 例 , 说 明了 广义 道 在 这 一 领 
域 的 应 用 . 关于 广义 逆 在 一 般 规划 问题 中 应 用 的 更 广泛 结果 ， 
读者 可 参阅 Ben-Israel1(1976) 以 及 其 后 所 引 的 文献 ， 


§10.2 FRR Bae 


PER 4 一 ay) 者 它 的 所 有 元 素 a, FBR, MR A 
为 整数 阵 . 假设 A.B 和 D 缘 为 整数 阵 ,考虑 矩阵 方程 


AXB =D, (10.2.1) . 
显然 ,车 该 矩阵 方程 相 容 , 它 的 解 未必 是 整数 阵 . 这 里 存在 三 
种 情况 :或 元 整数 解 ;或 一 部 分 解 为 整数 解 ; 或 全 部 解 都 是 整 
数 解 . 本 节 将 讨论 (10. 2.1) 何 时 有 整数 解 , 当 存在 整数 解 时 ， 
要 找 出 它 的 全 部 或 部 分 整数 解 , 线性 方程 组 Ax— b 的 整数 解 
问题 将 作为 (10. 2. 1) 的 特殊 情形 得 到 解决 . 

车 一 个 整数 矩阵 4 是 可 逆 的 ,并 且 它 的 道 4-: 也 是 整数 
阵 , 则 称 A 是 单元 阵 (unit matrix) (参阅 Marcus 和 Minc, 
1964,p. 42). Bit m x n 整数 阵 4 M B 称 为 等 价 的 ,车 存在 
Xm ATRE P Al n Xn 单元 阵 Q ,使 得 
| PAQ = B. (10.2.2) 
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下 面 的 引 理 证 明了 , 任 一 整数 阵 ( 在 上 述 意 义 下 ) 一 定 等 ， 
价 于 一 整数 对 角 阵 ， 

引 理 10.2.1 RAH mXn BRK or CA)=r. 则 4 等 价 
于 大 xz 的 整数 对 角 阵 S=65,).7(S =r, 

Cad 20 一 

(b) sj 二 0, 对 所 有 其 它 iji 

(c) su P| AER siistii =lat l. 

证 明 FERH ADA ATRHRKAAT. A AWE 
Am FARF IARA 

(1) 交 换 两 行 或 两 列 

(2) 从 某 一 行 ( 列 ? 减 去 另 一 行 ( 列 ) 的 整数 倍 ， 
把 这 个 最 大 公 因 子 移 到 (1,1) 元 位 置 ,并 使 第 一 行 和 第 一 列 的 
所 有 其 它 元 兹 全 变 为 0. 

将 所 得 到 的 矩阵 记 为 B= G). 显然 , 它 等 价 于 A, E. b. 
能 够 除 尽 所 有 其 它 bij $ Sn =bn I] B 有 如 下 形式 : 

sa 0 œ 0 


B, 


这 里 器 ;为 (入 一 1) X (一 1) 整 数 阵 . 对 8, 重 复 上 面 的 运算 ,如 
此 这 样 做 下 去 ,该 运算 重复 次 , 右 下 角 (m 一 +) x (x 一 +) 的 子 
矩阵 化 为 零 阵 . 

在 (10,2.2) 中 mwXm(nXxn) 的 矩阵 了 P(Q) 等 于 所 有 用 过 
的 初等 行 ( 列 ) 运 算 对 应 的 初等 矩阵 的 乘积 ,于 是 已 和 人 妨 都 是 
BA HTH P-!' 和 和 Q ”也 都 是 整数 阵 , 因而 P #t 2 部 是 
单元 阵 . 引 理 证 毕 ， 

引 理 中 的 矩阵 S 称 为 4 的 Smith 正则 形 , 利用 Smith E 

239 


WIE ,我 们 可 以 得 到 具有 特殊 整数 性 质 的 科 ,2+ 道 ,这 就 是 下 
画 的 引 理 ， 

引 理 10, 2.2 RAHA mxXn 整数 阵 , 则 存在 442 记 之 为 
B, 使 得 AB 与 BA FABRE. 

证 明 $ PAQ=S HAH Smith EMF. iz 


i 
S11 


0 


B=QS*P=Q = P, (10. 2. 3) 


, 
于 是 
PAQ = S = SS> $S = PAQS* PAQ = PABAQ. 
AAP AO 党 可 逆 , 从 上 式 立 得 4 二 4B4. 类 和 似 地 ,可 证 BAB 
=B. 这 就 证 明了 BC A{1,2}. 
注意 到 
PAB = PAQS* P = SS* P, 
RA 


AB = P ”'SSt P = p= x °] P, 
0 o. 
因为 PP 和 各 PP RERNE, TE AB 也 是 整数 阵 , 类 似 地 ,从 
BAQ = QS* PP~'SQ-'Q = 03+ S = oft ` ; 
可 得 
I. 0 =j ñ 
T e| 0 12 i 
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于 是 BA 也 是 整数 阵 . 引 理 证 毕 . 

这 个 引 理 的 证 明 是 构 造 性 的 . 即 对 任意 m Xn 整数 阵 A, 
它 提供 了 构造 一 个 432 的 方法 ,使 得 AACR ASP A BH 
HME. 归纳 起 来 ,这 个 方法 如 下 : 

rA =r. 先 用 行 和 列 的 初等 变换 将 4 化 为 Smith 正 
NU, BD 


S11 


PAQ = x =s, 


BP AO RABE. eX 


B = QS* P, 
JE E B BIA Bray AT. 
定理 10. 2.1 UA = 1,284 D 为 整数 阵 , 且 和 矩阵 方程 
AXA = D (10. 2.4) 


相 容 . 记 B, 为 引 理 10. 2. 2 所 找 出 的 4, BY {1,2} g, WJ 
(a) WERE. 2. 4) 有 整数 解 当 且 仅 当 BL DB, > 
数 阵 . 
(b) HAO 2.4) 有 整数 解 时 ,其 整数 解 的 通 解 可 表 为 
X = B.DB, + — BAYA,B,, (10. 2.5) 
这 里 了 为 任 一 整数 阵 ， 
WA a) #102408, UE X, 848 
AXA: =D, 于 是 f | i | 
A, (B .DB,)AÀ, = A BA XA,B,A, = A,X.A, = D. 
这 就 证 明了 ,车 B.DB; 为 整数 阵 , 则 它 是 方程 (10. 2. 4) 的 整数 
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解 ， 
反 过 来 ,车 (10. 2.4) 有 整数 解 , 设 工 为 一 个 这 样 的 解 , 则 


D = A,X A, = A,B,A,X,A,B,A; = A;B,DB,A;, 


于 是 B.DB, 为 (10. 2.4) 的 解 , 但 
B. DB, = B.A X A.B: 


由 引 理 10. 2. 2 知 ,B,41 和 AB, By MERE , bk B.DBs 也 是 整数 
Me. 这 就 证 明了 (a). l I 
(b) 当 和 矩阵 方程 (10.2.4) 有 整数 解 时 ,根据 (a) 知 ， 
B.DBs 必 为 整数 解 . 显然 ,对 任意 的 整数 阵 了 7,(10. 2. 5) 定 义 的 
X 也 是 整数 阵 . 容易 验证 , 它 满足 (10. 2. 4). RK XB 
(10. 2. 4) 的 整数 解 , 则 它 可 表 为 , 
X = B DB, + X — BAXA,B,, 


定理 证 毕 . 

把 上 面 的 定理 用 到 线性 方程 组 4x 一 5, 我 们 得 到 如 下 推 ` 
推论 10.2.1 设 4 为 mxXn BRE 为 mx1 整 数 向 
量 , 且 方程 组 4x 一 6 相 容 . 记 太 为 引 理 10.2.2 搜 出 的 一 个 
Ac. 则 该 方程 组 有 整数 解 当 且 仅 当 Bb 为 整数 向 量 . 在 有 整 
数 解 的 情形 ,其 整数 通 解 可 表 为 

x = Bb + (I — BA)y, 

BH y 39 i£— nx 153 13k. 


$10.3 非 线性 方程 组 


本 节 介 绍 {2 逆 在 非 线 性 方程 组 选 代 求 解 中 的 应 用 ， 
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考虑 非 线性 方程 组 
filie vIn) =O, i= l,m. (10.3.1) 


Sid «<= (zı 和 了 ‘XI 


fix) 
f@) = ; 
|Z, G) 
则 (10; 3. 1) 可 以 简单 地 表 为 
f(x) = 0. (10. 3. 2) 
设 x' 为 (10.3.2) 的 解 ,x。 为 其 一 个 近似 值 ,假定 f(x) 在 xo 处 
可 微 , 则 
0 = F(x") == fix) + Df(x.)(x" — Xo), 
| (10. 3. 3) 
其 中 
af, af, 
ary, IZ, 
Df(x) = | : i Í, 
OF m OS me 


ar, ye 

这 是 一 个 m xn EE, PRA Jacobi ARE. M10. 3. 3) 可 以 导出 
方程 组 

Df (Xo) (x" — zo) =— Fixo), (10. 3. 4) 
Gm=n B. DAxo) 可 道 ,此 方程 组 有 唯一 解 “ 

x, = x, 一 【站 ro)) F(x), 
据 此 ,我 们 可 以 构造 如 下 选 代 序 列 ， 

xi = x, (DfT), Ë = 061.250 
€10. 3. 5) 
这 就 是 解 非 线性 方程 组 的 Newton 法 迭代 公式 , 若 Jacobi RE 
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Prz) 潢 足 一 定 条 件 , 可 以 证 明 Newton z£ 2: zp Et — t ik mM 
的 . 关于 这 种 情况 的 详细 讨论 见 何 旭 初等 (1980) ,p. 214. + 
; 在 (10. 3.5) 中 ,一 个 基本 要 求 是 ,对 每 个 x, REDS (xy) 
是 可 道 阵 . X BP A, SOR mAn EK m= n, fB D(x.) 
AR — $e Fe BY RE AT C10. 3. 5) 应 该 做 怎样 的 修正 ?我 们 能 不 
能 使 用 DACxi) 的 一 个 广义 道 来 代替 它 的 普通 逆 ? 回 答 是 肯定 
的 . 这 就 是 下 面 的 定理 . 

R r>0,x, EC’. ig f 

B(xor) = (x € C'sllx — xoll <r}, 

BP BCxosr) 为 以 x6 为 中 心 ,r 为 半径 的 开 球 . MBC) AIR 
”的 闭 包 , 即 以 xo 为 中 心 r 为 半径 的 闭 球 . 

定理 10. 3.1 对 任意 给 定 的 e>0,r>0,0<3<1M AE 
c ,假设 

(a) ”对 一 切 x,yE BCxo,r), 有 

|f(x)—fC(y)—ACx—y)|=¿=||x—yl|l; 
(b) 了 为 一 个 42 HE lT =<; 


OENES LF, 
则 序列 
Xin) = x, — T f(x.) (10. 3, 6) 
是 收敛 的 , 且 . 
limx,= x" € BQsr), (10. 3.7) 
T/(x')= 0, ! (10. 3. 8) 


FH |= || Tr |a RI Et x 和 和 矩阵 T 的 欧 氏 范 数 ， 
证 明 ”不 难看 出 ,我 们 只 需 证 明 
x, € Bixer) (10. 3. 9) 
|x; — x,|| S&C — Hr (10. 3. 10) 
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Xt—H] k=0,1,2, RW. 
对 名 施 归 纳 法 . 首先 x. € B(xo,r) 显 然 成 并 . 再 由 假设 条 
件 (c), 有 
lx, — xl = IIT f (xo) || 
< |ITWWWFeol<a—-Hr, 
这 表明 (10. 3. 9) 和 (10. 3. 10) Xt ¿= OR IZ. 
现在 假设 (10. 3. 9) 和 (10. 3.10) 对 一 切 0 志 j 志 4 一 1 成 立 . 
由 范 数 的 三 角 不 等 式 , 可 得 


|x, — x,|< Sees — xl 


k—1 
<a — 0)Xr 216: = (1 — d)r < r, 


BP x€ B(xosr), 这 就 证 明了 (10. 3. 9) Xt & Hk Y. 
下 面 再 证 (10. 3. 10) 对 天 成 立 .利用 (10. 3.6), 
Xa — = — Thx, 
= X, — X — T f(x,) + Tfú(x,_,). 
(10. 3.11) 
另 一 方面 ,从 (10. 3. 63 I 
X, — Xr- € ACT). 
所 以 ,存在 ucc”, EI x,— x, =Tu. 于 是 由 假设 条 件 kb)， 
有 | 
TACK, — |) = TATu = Tu = x, — Xi, 
代入 (10. 3. 11) 得 到 
Fat, — x, = TLAC — xi) — f(x,) + f(xa_n ]. 
再 利用 范 数 的 相 容 性 以 及 假设 Ca) , 知 
|x,-, 一 wall WF llelx, 一 x, || SOx, — x| 
Ot — ë)r. 
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定理 证 毕 . 

对 于 选 代 序 列 (10. 3. 6), 本 定理 证 明了 它 的 极限 x" E: 
Tf(x) 二 0 的 解 , 它 不 必 是 fox) =0n 1024 TEC” AAG 
秩 阵 ( 即 r(T) 一 m) 时 ,x* 才 是 f(x) 一 0 的 解 , 这 是 因为 当 
r(T)=z ITT 是 可 逆 阵 ,用 《CT*T) T ' ER (10.3.8), $ 
RT f(x") =0. RAH MER—F A” (AMS AS 
m. 可 见 , 欲 使 x' 为 f(x)=0 的 解 , 一 个 必要 条 件 是 xr( A) = 
m, 即 假设 条 件 (a) 中 的 矩阵 4 必须 是 行 满 秩 的 ， 

我 们 称 SOO x€ C" 处 是 可 微 的 ,车 存在 矩阵 4, 使 得 

lim O — fxr) — AG — xo)|! _ 7 
“ee 
这 时 4 就 是 Jacobi EE D/( x,). 1⁄4 f( x)# x. B] AT ERAS 
EH e>0, 存 在 ->0,34|x—x,|l—< 时 ， 

F(x) — Fæ) — Df (x) (xz — x,)|| < ellx — xli. 

(10. 3.12) 
BAER DACx) 在 B(x,1r) 上 连续 ， WA GO. 3. 12) 可 推 知 定 
理 10. 3. 1 的 假设 (a) 成 立 , 于 是 我 们 证 明了 如 下 的 推论 ， 

推论 10. 3. 1 对 给 定 的 x, € C' 和 >0, 假 设 + 汪 0 使 得 
(10. 3. 12) 成 立 , 又 设 f(x) 在 B(xo,r) 上 连续 可 微 . 对 给 定 0 
<O<1,8 T A Df(xo) 的 一 个 {2}- 道 满足 定理 10. 3.1 的 条 件 
O DFC). 则 定理 10. 3. 1 的 结论 成 立 . 

关于 这 一 方向 的 更 多 结果 ,读者 可 参阅 Leach (1961), 
Altman (1955,1957), Ben-Israel (1965, 1966a,1968), Rhein- 
boldt (1968) M Æ Ben-Israel 和 Greville (1974). 


x 


$104 F £ Be 


本 节 的 目的 是 介绍 广义 逆 在 电网 络 中 的 应 用 
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假设 一 个 网 络 有 = PE 3 À X n PSY Ha, W. É X: 
应 的 电压 分 别 为 fis ste 和 DI 9 Uae 定义 电流 向 量 为 i= 
Cija tte sin) Rl FB IE 向 景 为 v = (Vi sy Un) :它们 之 间 的 关系 可 
REES l 
i= AV, C10. 4.1? 
RPA A n X n AAE RA BE Cindefinite admittance ma- 
trix), PERE. 
根据 Kirchoff 电流 定律 和 电势 的 相对 定律 可 以 推出 ,4 
满足 关系 
Al=0, 14A= 0, C10. 4. 2) 
其 中 1 一 (1,…，,1) 上 式 表 明 4 的 每 一 行 元 素 之 和 等 于 零 , 同 
时 , 它 的 每 一 列 元 素 之 和 也 都 等 于 零 . 这 样 的 矩阵 称 为 双 中 心 
ÉJ (doubly centered). JA (10.4. 2) 知 ,4 就 是 一 个 奇异 方 阵 . 
于 是 ,4 ! 不 存在 . 从 (10. 4.1), # ff] PJ 1 JE zÉ Rh 3 H “389 > 3 
系 
u= A i, (10. 4. 3) 
这 里 4 是 任 一 个 {1}- 道 .问题 是 ,是 否 存 在 一 个 4- ,使 得 
(10.4.3) 有 一 定 物理 意义 ?着 记 v = Bi, RE Kirchoff 电流 定 
律 和 电势 相对 定律 ,我 们 可 以 推 知 ,B 也 是 双 中 心 的 ,因此 ,在 
(10. 4. 3) 中 的 4 -也 应 是 双 中 心 的 .最 后 ,我 们 的 问题 归结 为 ， 
在 4 中 找 一 个 双 中 心 的 阵 , 且 使 得 (10.4.3) 有 一 定 物理 瘟 
x. 
引 理 10. 4. 1 设 4 为 双 中 心 的 , 且 >(4) 一 2 一 1, 若 4 一 
0, 则 存在 向 量 w, 使 得 
X = 1u'. 
证 明 从 AX=0530r(X)=1. FBX RG x= 
au’. FH ALSO, AXTA), I X= u. HE tE. 
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定理 10. 4.1 HRAAM AON nXn 上 矩阵, 4) 一 2 一 1， 
则 4 的 唯一 双 中 心 广义 道 是 4+， 
证 明 设 互 为 4 的 一 个 广义 道 , 即 44 一 4, 等 价 地 ， 
AU — XA) = 0. 
利用 引 理 10. 4. 1 知 存在 ?X1 向 量 z, 849 
I— XA = w. (10. 4. 4) 
于 是 
1 — XA) = 1 = nw’. 
BXAMHOWUIX—O KM ERS ú= 1⁄xn. RA 
(10. 4. 4) ,得 
XA = Pea 
n 


这 表明 ,X4 为 实 对 称 阵 . 于 是 ,我 们 证 明了 


X € A{l,4). (10. 4. 5) 
用 类 似 方法 可 以 证 明 AX 也 是 实 对 称 阵 ,因而 ， 
X € A{1,3}. (10. 4. 6) 


(H X EATA, Re CX) SrA =n—-1, EA X1=0T77 EI 
HH (CX) <n— 1. 这 就 证 明了 r(K) =n—1=7(A). 应 用 定 
理 5. 1. 3,48 


X € A{i;2}. (10, 4.7) 


SR (10.4.5). 10.4 6) #1010. 4.7), 便 证 明了 X= A+, HH 
iE. 
这 个 定理 表明 EA = Ai KB Bw = Ati 
是 唯一 满足 Kirchoff 电流 定律 和 电势 相对 定律 的 逆 关 系 . 
下 面 的 定理 给 出 双 中 心 矩 阵 的 一 些 性 质 . 
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定理 10.4.2 设 和 为 nxn 双 中 心 阵 ,rC4)= 二 x 一 1, 则 


(a) (4+ 二 11) -EA{1). 

(b) At= (A+ Ln": — a = a= Hary 
Aq. 
n 

(c) 44+ 一 4+4 一 7 一 二 1 


(d) GAM AAAS RA ”一 1 的 双 中 心 阵 , 则 
(A,A,) >= A; A+. 


证 明 FLS A1=0, B r(A)=n-1, Fatt 元 11 是 可 
道 的 . 因为 A 是 双 中 心 的 ， 
(A 十 一 二 11)1 = 1. 


由 上 式 , 立 得 
TETTRE EEE (10. 4. 8) 
类 似 地 ,从 
(4 一 一 11)1 一 一 1 
和 
(A+ tuna- lir) =a, 
我 们 有 
(4 一 11= 一 1 (10. 4.9) 
(A+ UDA =I- iar. (10.410) 


利用 这 些 关系 ,我 们 就 可 证 明 所 要 结论 . 事实 上 
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(a) 因为 
1 了 1 PN 一 1 1 Ey — 1 t 
(A+ 11DA + 411) + T) = A+ Har, 


5763 E EASE ,并 利用 (10. 4. 8) 以 及 41 一 0 和 14 一 0, 便 得 
到 


ACA + Lira = A. 


Cb) 和 (ec) 利用 (10. 4. 8)、 (10. 4. 9) 和 (10. 4.10) 容易 
证 明 所 要 结论 . 

利用 (ce) 和 定理 4. 3. 1 ,不 难 证 明 (d), 定理 证 兴 . 

前 面 我 们 概括 介绍 了 {1}- 逆 和 Moore-Penrose 广义 道 在 
网 络 理论 中 的 应 用 ,. 还 有 另外 两 种 广义 逆 , 即 Drazin 道 和 
Bott-Duffin 道 , 在 网 络 理论 中 也 很 有 用 . 对 这 方面 感 兴趣 的 
读者 ,可 参阅 Ben-Israel 和 Greville(1974) , Ben-Israel (1976) 
以 及 后 者 所 引 的 文献 . 
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